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有限元并行计算的 MPI程序设计
雒战平 , 刘之行

(西安交通大学理学院 , 710049 , 西安)

摘要 : 以 Poisson方程边值问题的求解为背景 ,实现了有限元并行计算的MPI程序设计.通过生成一种特殊

结构的刚度矩阵 ,并在此基础上 ,设计了一套有效的并行计算策略 ,使计算的并行性得到很好的开拓 ,实现了

包括刚度矩阵的生成、刚度矩阵的三角分解以及解三角方程组的并行执行.程序在国家高性能计算中心 (西

安)的曙光 3000上进行了数值试验 ,结果表明 ,随着开辟进程数目的增多 ,加速比变得比较理想 ,当进程数目

为 30时 ,表明该进程数目在最优进程值附近.在 60台处理器 (进程)上计算 18万个节点的大规模问题时 ,共

耗时 1761964 15 s.
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MPI Programming for Parallel Computing of Finite Element Method

Luo Zhanping , Liu Zhixing
(School of Sciences , Xi′an Jiaotong University , Xi′an 710049 , China)

Abstract : Taken solving Poisson boundary problem as a sample , a MPI programming for parallel computing of finite ele2
ment method is completed. On the basis of generating a kind of stiffness matrix with special structure , a task assignment

is proposed to implement parallelly constructing the stiffness matrix , computing the LDL Tfactors and solving the triangu2
lar systems. Some numerical experiments carried out on the high performance computer SHUGUANG 3000 indicate that

higher efficiency can be obtained as the number of processor increases , the optimized number approaches to 30. It takes

less than 3 minutes when the problem is with 180 000 nodes.
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　　并行计算对于大规模科学与工程计算具有十分

重要的意义.目前 ,并行计算机的基本存储方式主要

有共享存储与分布式存储两种[1 ] .在共享存储的并

行机上 ,编程相对简单 ,却限制了并行计算的扩展

性 ,而分布式存储的并行机避免了共享内存带来的

这一瓶颈 ,具有很好的扩展性 ,能极大提高并行计算

的性能. MPI消息传递编程模型为分布式存储的并

行计算提供了强有力的编程环境.消息传递 (即各个

并行执行的进程之间通过消息传递来交换信息、协

调步伐、控制执行)需要程序员显式地将负载和数据

分配给进程 ,程序员必须解决所有的交互问题 , 包

括数据映射、通信、同步和聚集.负载分配通常用拥

有者计算法则来完成 , 即由拥有数据块的进程来完

成相应计算.在 MPI的编程模型中 , 计算是由一个

或多个进程通过调用库函数进行消息收发来实现通

信的.

本文对 Poisson 方程第一边值问题的有限元解

给出了完整的并行计算模型 ,并设计了相应的 MPI

程序.程序的基本框架对于一大类问题 (刚度矩阵对

称正定)的有限元法并行求解都是适用的.
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1　有限元并行计算方法

本文研究二维 Poisson 方程第一边值问题的有

限元法[2 ]并行求解 ,问题模型如下

52 u
5 x2 +

52 u
5 y2 = f ( x , y) ( x , y) in G

u =φ( x , y) ( x , y) on 5 G

(1)

将区域 G一维剖分后 ,产生的刚度矩阵 A具有如图

1所示的特殊结构[3 ] . A 被分割为Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ3个区 ,

共 (2 r - 1) 2个子块 ,除图中标出的子块以外 ,其他子

块 (含标记为 X的子块)均为块零矩阵. A稀疏且对

称正定.对 A 进行三角分解 ,即 A = LDL T ,其中 L

为单位下三角矩阵 , D 为对角阵 ,分解后得到的 L

与矩阵 A下三角部分的结构基本相同 ,不同之处仅

在于出现了填充子块 X.由三角分解的基本公式可

知 :Ⅰ区中的 L ii、Ⅱ区中的 L ij分别可以独立并行地

计算 ,只有Ⅲ区中 L ij的计算 ,由于数据相关而必须

等待.

图 1　刚度矩阵的结构

　　矩阵 A三角分解后 ,考虑方程组 ( LDL T) x = f

的求解.令 y = L T x ,由式 LDy = f 执行前代过程解

出 y ,再由式 L T x = y执行回代过程解出 x .其中 f =

( f1 , f2 , ⋯, f2 r - 1) T , y = ( y1 , y2 , ⋯, y2 r - 1) T , x = ( x1 ,

x2 , ⋯, x2 r - 1) T ,这里 f i、yi、xi 均为与子块对应的子

向量.上述 yi和 xi 绝大部分能独立并行计算 ,仅有

少部分不能并行计算.

2　并行程序设计

2. 1　处理器任务的分配与负载的平衡

我们称不可分割的计算单元为一个任务[4 ] ,那

么 A中非零块矩阵 Aij的生成以及分解 A得到对应

位置的 L ij都可视为一个任务.并行计算是最大限度

地开拓任务并行执行的机会 ,尽量减少通讯次数 ,同

时要考虑到数据的分布式存储[5 ]与处理器间负载的

相对平衡.

图 2中以子区域数目 r = 4、处理器数目 i = 4为

例 ,给出了对应的任务分配方式.

图 2　任务的分配

　　一般地说 ,如果有 r个处理器参与计算 ,则将 G

分割为 r块.此时 ,第 i (2≤i ≤r - 1)个处理器 pi 将

进行如下计算 :在生成刚度矩阵阶段 ,生成刚度矩阵

的子块 Aii、Ar + i , i、Ar + i - 1 , i、Ar + i , r + i以及右端向量

f i、f r + i ;在三角分解阶段 ,计算生成 L ii、Dii、L r + i , i、

L r + i - 1 , i、L r + i , r + i - 1、L r + i , r + i、Dr + i , r + i ;在解方程

组后期工作中 ,计算 yi、yi + r和 xi、xi + r.相应地 ,以

上这些数据就存储于 pi的内存中 ,计算过程中需要

其他数据时可以通过消息传递从其他处理器中获

得. p1、pr的计算任务量有所不同 ,此处不再详述.

显然 ,上述任务分配方式具有相当好的负载平衡.

2. 2　分布式存储的数据结构

由于 A对称正定 ,所以存储时只存储下半部分

(包括对角块) .由 2. 1节知 , A分布式存储于参与计

算的处理器 pi 中.每个处理器 pi 都存储有 A 中Ⅰ、

Ⅱ、Ⅲ区的一部分块矩阵 ,同区的块矩阵有相同的数

据结构. Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ区块矩阵分别采用如下的数据结

构.

Ⅰ区块矩阵为方阵 ,对称正定 ,采用非零元半带

宽一维存储 ,即每行从第一个非零元开始到对角元

结束 ,包括对角元. Ⅱ区块矩阵通常不是方阵 ,采用

行向量一维存储 ,即每一行从第一个非零元素开始

到这一行的结束. Ⅲ区块矩阵采用满存储方式 ,对角

478 西　安　交　通　大　学　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　　第 38卷　

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



块对称正定 ,只存储下半部分 ,次对角块满存储.

2. 3　刚度矩阵的并行生成

刚度矩阵的并行生成比较重要 ,在此我们重点

讨论.实现 A的分布式存储 ,处理器 pi 只需生成对

应子区域 Gi的若干块子矩阵即可.如图 3 ,以矩形区

域 G为例 ,它被分割为 3个子区域 G1、G2、G3 ,刚度

矩阵 A对应被分为 5×5 = 25个子块 ,对应有如图 1

的块结构.我们以子区域 G2为例 ,给出其生成刚度

矩阵对应子块矩阵的详细过程.

图 3　子块刚度矩阵的合成

　　子区域 G2的节点整体编码见图 3 ,合成时采用

四节点矩形元素.内部节点数目 n = 10 ,左分割线上

节点数目 nL = 5 ,右分割线上节点数目 nR = 5 , A2 ,2

为 n = 10阶方阵 , A4 ,2为 5行 10列 ( nL = 5 , n = 10)

矩阵 , A5 ,2为 5行 10列 ( nR = 5 , n = 10)矩阵 , A4 ,4为

5行 5 列 ( nL = 5)矩阵 , A5 ,5为 5 行 5 列 ( nR = 5)矩

阵.

令 i1、i2 为 G2 中相互影响的两个节点的整体

编码 ,刚度矩阵 A 的生成信息将会存入 A2 ,2、A4 ,2、

A5 ,2、A4 ,4、A5 ,5其中的一个子块矩阵内 ,不妨设有 i1

≥i2 .

(1) 当 1 ≤i1、i2 ≤10时 ,其生成的信息存入子

块矩阵 A2 ,2中.

(2) 当 11≤i1 ≤15、1 ≤i2 ≤10 时 ,其生成的信

息存入子块矩阵 A4 ,2中.

(3) 当 16≤i1 ≤20、1 ≤i2 ≤10 时 ,其生成的信

息存入子块矩阵 A5 ,2中.

(4) 当 11≤i1 ≤15、11≤i2 ≤15时 ,其生成的信

息存入子块矩阵 A4 ,4中.

(5) 当 16≤i1 ≤20、16≤i2 ≤20时 ,其生成的信

息存入子块矩阵 A5 ,5中.

一般地 ,区域 G被分割为 r个子块 ,处理器 pi

在完成上述计算后 ,其内存中存储有子块矩阵和向

量实体 Ai , i、f i、Ar + i - 1 , i、Ar + i , i、A1/ 2
r + i - 1 , r + i - 1、

f1/ 2
r + i - 1、A

1/ 2
r + i , r + i、f

1/ 2
r + i ( A1/ 2

r + i - 1 , r + i - 1、A
1/ 2
r + i , r + i表示

子块矩阵 Ar + i - 1 , r + i - 1、Ar + i , r + i的一部分 , f1/ 2
r + i - 1、

f1/ 2
r + i表示子向量 f r + i - 1、f r + i的一部分 ,下同) .我们

用 MPI 将 pi 合成的 A1/ 2
r + i - 1 , r + i - 1、f

1/ 2
r + i - 1发送到

pi - 1 ,叠加到处理器 pi - 1的 A1/ 2
r + i - 1 , r + i - 1、f

1/ 2
r + i - 1中

去 ,这样处理器 pi - 1的子块矩阵 Ai + r - 1 , i + r - 1、子向

量 f r + i - 1完整.同时 , pi 从 pi + 1中接收 pi + 1合成的

A1/ 2
i + r , i + r、f

1/ 2
i + r ,叠加到本地内存中的 A1/ 2

i + r , i + r、f
1/ 2
r + i

中去 ,这样本地子块矩阵 Ai + r , i + r、子向量 f r + i完

整.每个处理器 pi 完成上述过程之后 ,就实现了 A

的分布式存储.计算时 ,刚度矩阵 A 只是概念上存

在 ,并无一个具体的数据实体.上述处理器 pi 的概

念在MPI并行计算中 ,对应于概念进程 pi .

3　数值试验

式 (1)中取 f ( x , y) = 2 x , G :0 ≤x ≤10 , 0 ≤y ≤

1 ,φ( x , y) =

0 x = 0或 y = 0

x y = 1

10 y2 x = 10

,此时式 (1)问题

的精确解为 u = xy2 .为试验方便 ,子区域块 Gi 间、

区域内部都进行等距剖分 ,合成时采用四节点矩形

元素.令 t i为进程 pi完成本处理器计算所花费的时

间 ,并行计算的时间定义为 t = max ( t i) .加速比 k定

义为 k = T/ t ,其中 T表示串行计算花费的时间.区

域 Gi误差计算公式为

Ei = ∑
n

i

i =1

( Ui - ui)
2

1/ 2

/ ∑
n

i

i = 1
U2

i
1/ 2

式中 : Ui为精确解 ; ui 为有限元解 ; ni 为进程 pi 求

解点的个数.并行计算的误差定义为 E = max ( Ei) .

对本文所研制的程序在国家高性能计算中心

(西安)的曙光 3000上进行了数值试验 ,结果如表 1、

表 2所示.

表 1　数值结果 1

n t/ s k E/ %

1 411575 25 7157×10 - 5

5 71286 36 5171 < 110×10 - 10

10 31433 43 12111 < 110×10 - 10

20 11879 58 22112 < 110×10 - 10

30 01987 72 42109 < 110×10 - 10

50 01849 53 48194 < 110×10 - 10

表 1中 G上分布节点为 5 643个 ,横向网格线

为 19条 ,纵向风格线平均分配给各子区域块.从表
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1可以看出 ,当我们开辟的进程数目较少时 ,加速比

并不理想 ,随着开辟进程数目的增多 ,加速比变得理

想. n = 30表明该进程数目在最优进程值附近.应当

指出的是 ,表 1中的加速比不是严格意义上的加速

比 ,严格意义上的加速比是指完成同样的计算量时

串行耗时与并行耗时之比.在此意义下 ,加速比超过

进程数是不可能的.表 1中有加速比大于进程数的

情形 (如 n = 10时) ,这是由于同时使用了区域分裂

算法与并行计算而产生的双重功效 (区域分裂算法

能减少计算量) .

表 2　数值结果 2

n t/ s E/ %

20 701320 06 < 110×10 - 10

30 341188 94 < 110×10 - 10

40 291416 81 < 110×10 - 10

50 251359 81 < 110×10 - 10

表 2中区域 G上分布节点为 50 000个 ,横向网

格线为 19条 ,纵向网格线平均分配给各子区域块.

此时 ,计算的规模太大 ,已经不能由单独的处理器

(进程)做串行计算来完成 ,故表 2中不能给出加速

比.最后 ,我们还完成了 60台处理器 (进程)计算 18

万个节点的大规模问题 ,耗时 1761964 15 s.

4　结束语

本文设计的并行程序有很好的加速效果 ,适合

于大规模科学与工程计算.对于大型问题 ,往往由于

内存的限制而借助于外存设备 ,但外存设备的存取

速度要缓慢得多 ,这就极大地降低了问题的求解速

度.程序中由于数据分布式存储 ,使得只使用各处理

器的内存 ,就可以求解相当大规模的问题.

参考文献 :

[1 ]　都志辉 .高性能计算并行编程技术 [M] .北京 :清华大

学出版社 ,2001.

[2 ]　李开泰 ,黄艾香 ,黄庆怀 .有限元方法及其应用 [M] . 西

安 :西安交通大学出版社 ,1998.

[3 ]　刘长学 .超大规模稀疏矩阵计算方法 [M] .上海 :上海

科学技术出版社 ,1991.

[4 ]　Lin Haixiang. A methodology for the parallel direct solution

of finite element systems[D] . Delft : Delft University of Tech2
nology , 1993.

[5 ]　Tanenbaum A S. Distributed operating systems[M]. Beijing :

Tsinghua University Press , 1997.

(编辑　杜秀杰)

[文摘预登 ]

基于 J PEG2000芯片的小波系数存储

梅魁志 , 郑南宁 , 王　勇 , 曹　非 , 兰旭光
(西安交通大学人工智能与机器人研究所 , 710049 , 西安)

针对 J PEG2000芯片设计中的完全小波系数存储占用大量存储器问题 ,在小波变换总体结构中对小波系

数的LH、HL和 HH子带采用双缓存的物理存储结构.为了解决由此产生的写覆盖 ,首先建立小波滤波器的

时序模型得到输入、输出延时时钟数 ,根据此时钟数和缓存标志位的状态决定其输入地址发生器的地址 ,以

实现可控的小波滤波器输出.在图像片大小为 256×256、码块大小为 16×16时 ,与完全系数存储结构相比 ,

可节约片上存储器达 576 kb.同时 ,子带内小波系数的分布模型和缓存内的位平面数统计分析表明 ,该结构

对编码并行性的影响较小 ,仿真试验结果证明其降低的效率不会超过 2 %.
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