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关于算子谱集理论中的 Von Neumann不等式的研究
王　刚 , 程正兴

(西安交通大学理学院 , 710049 , 西安)

摘要 : 首先 ,应用泛函分析的基本理论给出关于压缩算子的 Von Neumann不等式的一个证明.其次 ,构造了

一个 Hermitian代数 ,并说明其中 Von Neumann不等式不必成立.再次 ,应用 Ky Fan的结果把解析函数论中几

个简单而重要的结论转化到 Hilbert空间算子函数上来.
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On the Von Neumann’s Inequality in Operator Spectral Theory
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Abstract : By using fundamental theory of functional analysis ,a new proof of Von Neumann inequality for contraction op2
erator was given. A Hermitian algebra is constructed in which Von Neumann inequality is not true. By virtue of the Ky

Fan’s results ,several simple and important conclusions were constructed from the theory of Holomorphic functions to op2
erator functions in Hilbert space.
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1　Von Neumann定理及其证明

Von Neumann定理也称为 Von Neumann不等式 ,

就是定理 A.

定理 A　对 Hilbert空间 H上的压缩算子 T和 �Δ的
某个邻域Ω内满足| f ( z) | ≤1 ( z∈�Δ ,闭单位圆盘)

的任一解析函数 f , �f ( T ) 也 是 压 缩 的 , 即

‖̂f ( T) ‖≤1.

算子 �f ( T)表示 Riesz2Dunford积分

�f ( T) =
1

2πi∫Γf (λ) (λI - T) - 1dλ

式中 :Γ是Ω内环绕σ( T)的任一围道. Riesz2Dunford

积分 - 解析函数表示对任何 Banach空间上的算子

或抽象的酉 Banach代数都是有定义的.

Von Neumann 定理是研究算子理论的重要工

具.由于它的重要性 ,数学家们不断给出新的证明 ,

同时寻求它在各种意义下的推广及其应用. 1978年

Ky Fan用纯函数论的方法证明了定理 B .

定理 B[ 1] 　设 T是 Hilbert空间 H上的真压缩算子 ,

即‖T‖< 1. f 是Δ内真压缩解析函数 ,即| f ( z) | <

1 ( z∈Δ) ,则 �f ( T)也是真压缩的 ,即‖�f ( T) ‖< 1.

Ky Fan还证明了定理 B与 Von Neumann定理 A

是等价的 ,因而为证明 Von Neumann定理 A ,只需证

明定理 B .

首先 ,我们导出 Hilbert 空间上正规算子的一个

结果 ,以下用到的记号、结论均见文献[2 ].

定理 1 　设 Hilbert 空间 H 上的正规算子 ,

f ∈H(σ( T) ) ,则 Riesz2Dunford表示式

�f ( T) =∫Γf (λ) (λI - T) - 1dλ (1)

中的 �f ( T)与由谱定理导出的函数演算而得到的

f ( T) =∫σ( T)
f (λ) d E(λ) (2)
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中的 f ( T)是同一算子.

证明 　我们知道 , Riesz2Dunford 积分要求 f ∈

H(σ( T) ) ,谱定理要求 f ∈C (σ( T) ) ,构造一个拓扑

代数 �C (σ( T) ) ,使得 H (σ( T) )是 �C (σ( T) )的拓扑

子代数 ; 又根据 Tietze 扩张定理 �C (σ ( T ) ) 与

C (σ( T) )是拓扑等同的 ,从而 H (σ( T) ) 是 C (σ

( T) )的拓扑子代数.于是 ,在定理已知条件下 ,文献

[2 ]中的定理 10127与定理 12124都成立.利用这两

个定理得到 H (σ( T) ) →B ( H)的连续代数同态Φ:

Φ( f ) = �f ( T)及 �C (σ( T) ) →B ( H)的连续代数同态

Ψ( f ) = f ( T) ,若Ω是σ( T)的一个邻域 ,则对极点

不在Ω内的任一有理函数 R ,得到Ψ( R) =Φ( R) .

然后对 f ∈H (σ( T) ) ,根据 Runge 定理[3 ]及Φ

与Ψ的连续性 ,得到 Φ ( f ) = Ψ ( f ) ,即 �f ( T) =

f ( T) .证毕.

根据谱定理 ,对每个 f ∈�C (σ( T) ) ,都有

‖f ( T) ‖ = ‖f ‖∞ = sup
λ∈σ( T)

| f (λ) | [2 ] (3)

即Ψ是等距的 ,于是证明了正规压缩算子的 Von

Neumann的结论.因此 , Von Neumann 定理的证明便

归结为压缩算子的酉膨胀问题.以下 ,我们去构造一

个较为简明的酉膨胀.

熟知 , Hilbert空间 H上的算子 T为压缩算子当

且仅当 T存在酉膨胀 ,现设 T∈B ( H) , ‖T‖< 1.

那么 , T幂强收敛于 0 ,即 Π x ∈H , lim
n→∞
‖Tnx ‖= 0.

这就符合文献[4 ]的条件 ,我们把文献 [4 ]的构造延

伸成双向 ,得到 T 的一个酉幂膨胀 W.定义 ( x , y) 0

= ( x , y) H - ( Tx , Ty) H , x , y ∈H ,令 ‖x ‖2
0 = ( x ,

x) 0 , x ∈H , H 赋予新的等价范数 ‖·‖0 得到的

Hilbert的空间记为 H0 .

命 K = Ý
∞

n = - ∞
Hn ( Π n∈Z) = {ζ: z→ ∑

∞

n = - ∞
‖ζ( n) ‖2

0

< ∞} ,然后 , W : K →K, ( Wζ) ( n) =ζ( n + 1) , n ∈

Z 是 K 上的酉算子 , 作映射 j : H → K, x ∈ H ,

( jx) ( n) =
Tnx n ≥0

0 n < 0
,则

Tn = j 3 Wnj　n = 0 ,1 ,2 (4)

　　下面 ,证明定理 B . 由式 ( 4) ,对每个多项式

p (λ) ,有

p ( T) = j 3 p ( W) j

因 j是等距 ,又 W是酉算子 ,据式 (3)有

‖p ( t) ‖≤‖p ( W) ‖ = ‖p‖∞ (5)

现在 f ∈H(Δ) , | f ( z) | < 1 ( z∈Δ) , T为真压缩 ,紧

子集σ( T) <Δ,那么‖f ‖∞ = sup
λ∈σ( T) <Δ

| f (λ) | < 1.

应用 Runge定理 ,这时存在多项式列{ pn}在Δ内闭

一致收敛于 f .由式 (5)及映射Ψ的连续性 ,得到

‖�f ( T) ‖≤‖f ‖∞ < 1

证毕.

2 　在 Hermitian 代数中 , Von Neumann

定理不必成立

A. Elkinani 指出[5 ] ,在 Hermitian 代数中用半范

T→| T| = r ( T 3 T)
1
2代替范数‖·‖,就把 Von Neu2

mann定理推广成定理 C.

定理 C　设 T∈u , | T| ≤1 , f ∈H( �Δ)满足| f (λ) | ≤

1 (λ∈�Δ) ,则| �f ( T) | ≤1.

本节我们要给出一个 Hermitian代数 ,说明其中

定理 A也不必成立 ,这显示出 A. Elkinani 的定理 C

的意义.

首先 ,给出一个 Hermitian代数 B ( C2) .设 z =

〈z1 , z2〉∈C2 (二维复空间) ,并定义

‖z‖ = | z1 | +| z2 | (6)

注意这里‖·‖是 C2 的 Banach范数 ,但不是 C 3 -

范数.式 (6)决定着 C2上线性有界算子

T1 =
a b

c d
　a , b , c , d ∈ C

的范数.于是 ,不难验证在自然对合 ( T 3
1 是 T1的共

轭转置)之下 , B ( C2)是具有连续对合的酉 Banach

代数.又因为自伴元 T1 = T 3
1 有实谱 ,所以 B ( C2)

是一个 Hermitian代数.

在 B ( C2 ) 上定理 A 不必成立. 例如 :设 T2 =

0 1

1 0
,易知‖T2‖= 1 ,σ( T2) = { - 1 ,1} .

命 f ( z) =
z +α

1 - �αz ,α∈C , |α| < 1 ,α≠�α,则 f ∈

H( �Δ)且| f ( z) | ≤1 ( z∈�Δ) .简单的矩阵计算发现定

理 A不成立 ,进一步的推导说明 ,对本例定理 C是

成立的.

3　Ky Fan结果的若干应用

Ky Fan给出了定理 B[1 ] ,有了定理 B 使得单位

圆内解析函数中的许多重要结果很自然地拓广到算

子函数上来.

我们得到的主要结果如下.

定理 2　设 A , B ∈B ( H) , ‖A ‖< 1 , ‖B ‖< 1.又

AB = BA ,且 B 正规 ,则成立着下述两个等价性不等

式
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　　　‖( B - A) ( I - B 3 A) - 1‖ < 1 (7)

( B 3 - A 3 ) ( B - A) < ( I - A 3 B) ( I - B 3 A) (8)

　　若令 B =αI ,就得到推论 1.

推论 1　设 A ∈B ( H) , ‖A ‖< 1 ,α∈C , |α| < 1 ,则

成立下述两个等价不等式

　　　　‖( A - αΙ) ( I - �αA) - 1‖ < 1 (9)

( A 3 - �αI) ( A - αI) < ( I - αA 3 ) ( I - �αA) (10)

　　下面 ,给出复分析中推广的 Schwarz引理的算子

形式 ,即定理 3.

定理 3 　设 A 是 Hilbert 空间 H上的真压缩算子 ,

f ∈H(Δ) , | f ( z) | < 1 ( z∈Δ) ,使得 f (α) = 0 ( |α| <

1) ,则

�f ( A) 3 �f ( A) ≤ ( I - αA 3 ) - 1 ( A 3 -

�αI) ( A - αI) ( I - �αA) - 1 (11)

‖�f ( A) ‖≤‖( A - αI) ( I - �αA) - 1‖ (12)

式 (11)成为严格不等式当且仅当 A ≠αI ,而且 f 不

取η z -α
1 - �αz ,η∈C , |η| = 1.

以下 ,我们将复分析中的 Dieudonne的结果转化

成算子形式 ,得到定理 4.

定理 4　设 f ∈H(Δ) , | f ( z) | < 1 ( z∈Δ) , f (0) = 0 ,

f′(0) =α,则算子集{ �f ( A) : A ∈B ( H) , ‖A ‖<ρ}

是 B ( H) 关于零算子的星形集. 即对任何 A ∈

B ( H) , ‖A ‖<ρ,任何 t ,0≤t < 1 ,存在惟一的 B ∈

B ( H) , ‖B ‖<ρ,使得 �f ( B) = t�f ( A) .
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4　结　论

目前 ,网格中流水式计算的任务指派还是一个

未解决的难题.本文假设网格资源是并行系统的集

合 ,指派一个流水线任务包括指派到哪个并行系统

以及分得其中多少个处理机.并行系统中为多任务

分配处理机的问题可以按最小化任务计算成本来解

决.任务响应时间中需要引入均值估计 ,因为任务通

信成本依赖其他相关任务的指派. X - max - min是

本文提出的任务指派算法 ,它以任务响应时间函数

为基础 ,可取得较高的流水线吞吐率.仿真实验证明

了该算法的有效性.

对 X2max2min算法得出的任务指派进行优化是

必要的.可重复改派响应时间最大的任务 ,直到吞吐

率不再增加为止.通信成本显著时 ,还可利用任务分

群 ,尽可能将通信需求大的一组任务指派到同一并

行系统.具体的优化方法将在以后研究.
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