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一种总体最小二乘算法及在 Volterra 滤波器中的应用
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摘要 : 针对输入输出观测数据均含有噪声的滤波问题 ,提出了一种鲁棒的总体最小二乘自适应算法.该算法

利用滤波器的增广权向量的瑞利商为损失函数 ,导出了其自适应迭代公式 ,并利用随机离散学习规律对权向

量模的分析进行算法梯度修正 ,提高了算法的噪声鲁棒性 ,而且使得算法简单 ,稳定性好 ,收敛精度高.将该

算法应用于 Volterra滤波器 ,可使滤波器在非线性系统中的信噪比达到 10 dB ,在学习因子为 0. 01时 ,算法仍

然能够保持良好的收敛性.仿真结果表明 ,即使在高噪声环境或使用较大学习因子的情况下 ,该算法的鲁棒

抗噪性能和稳态收敛精度均明显高于其他总体最小二乘方法.
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Total Least Square Algorithm and Its Application to Volterra Filter
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Abstract : Aiming at the filter problem that exists when the input and output signal are both corrupted by noise , a robust

total least square adaptive algorithm is proposed. Taking the minimum Rayleigh quotient as the loss function , the recur2
sive formula of weight vector is derived , the stochastic discrete laws are applied to the analysis of the rule of the norm of

the weight vector and the gradient is modified , and the robust anti2noise performance is improved. The algorithm is more

simple and has excellent stability and high accuracy. The algorithm is applied to the Volterra filter ; it still keeps nice

convergent performance in the nonlinear systems even when the signal2noise2ratio is 10dB and learning rate is 0. 01. The

simulation results have also shown that , the robust anti2noise performance and the stable convergence precision of the pro2
posed algorithm are remarkably better than other total least square adaptive algorithms when the signal2noise2ratio is lower

or a larger learning factor is used.

Keywords : total least square ; Volterra filter ; Rayleigh quotient

　　总体最小二乘 (TLS)技术是解决输入、输出观测

数据均含有噪音的信号处理问题的一种有效方法.

尽管 TLS问题的奇异值分解 (SVD)解法已于 1980年

被提出 ,但由于其计算过程的复杂性而限制了它的

应用. 1992年以后 ,一些有效的递推算法逐渐被提

出[1～4 ] ,但这些算法普遍存在如下缺点 :在低噪声环

境或较小的学习因子条件下效果不错 ,而当噪声增

强或学习因子较大时 ,算法的鲁棒抗噪性能将恶化.

Giansalvo等人提出的算法[5 ]其噪声鲁棒性能较上述

算法有很大改善 ,但这些算法仍然不能满足大范围

噪声环境或大学习因子的要求. 考虑到实

际应用的需要 ,希望能有一种在大范围的噪声环境
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下 ,鲁棒性能良好、稳态精度高的自适应算法.

Volterra模型的自适应滤波是研究非线性过程

建模、自适应噪声均衡等的一种重要方法.考虑到经

实际采样得到的输入、输出观测数据中均含有噪声 ,

因而 Volterra滤波器应当使用基于总体最小二乘技

术的方法.本文针对实际滤波问题的需要 ,提出了一

种鲁棒的总体最小二乘自适应算法 , 并将该算法应

用于 Volterra系统 ,从而构成了鲁棒的总体最小二乘

Volterra滤波器.

1　鲁棒的总体最小二乘自适应滤波
算法

1. 1　总体最小二乘自适应滤波算法

考虑输入、输出观测数据中均含有噪声的自适

应滤波过程 ,记未知系统输入、输出的观测序列为

{ [�x ( k) , �d ( k) ] | k = 1 , 2 , ⋯, N } , �x ( k) = x ( k ) +

ni ( k) , �d ( k) = d ( k) + n0 ( k) ,其中 ni ( k)和 n0 ( k)

表示叠加在输入、输出观测数据中的噪声.滤波器权

向量记为 H ( k) = [ h1 , ⋯, hn ]T , k 时刻的输入向量

记为 �X ( k) ,则滤波器的输出为 y ( k) = �XT ( k ) H

( k) ,输出误差即为ε( k) = y ( k) - �d ( k) .记增广输

入向量为 Z ( k) = [ �XT( k) , �d ( k) ]T , 同时记增广权向

量为W ( k) = [ HT ( k) , - 1 ]T ,则输出误差ε( k) = ZT

( k) W ( k) .

将增广权向量与增广输入向量自相关矩阵 R

的瑞利商 (RQ)取为损失函数

η( k) = r ( W ( k) , R) =
WT ( k) RW ( k)

WT ( k) W ( k)
=

E[ε2 ( k) ]
W ( k) 2

2
(1)

式中 : R = E[ Z ( k) ZT ( k) \ 〗.为简化表达式 ,以下

将 2记为 1
以η( k)的最小化为指标进行自适应滤波.采用

最速下降原理即可得到总体最小二乘自适应滤波算

法

W ( k + 1) = W ( k) -

με( k) Z ( k) W ( k) 2 - ε( k) W ( k)

W ( k) 4 (2)

式中 :μ为学习因子 ,它控制着递推算法的稳定性和

收敛速度.由 RQ的性质可知 ,式 (2)的解是与增广

的输入相关矩阵 R 的最小特征值对应的规范化的

特征向量.

1. 2　鲁棒的总体最小二乘自适应滤波算法

应用随机离散学习规律 ,可以对上述算法进行

分析.将公式 (2)重写为

W ( k + 1) = W ( k) -
με( k)

W ( k) 2 [ Z ( k) -

ε( k) W ( k)

W ( k) 2 ] = W ( k) -
μ

W ( k) 2 ·

Z ( k) ZT( k) W ( k) -
ε2 ( k) W ( k)

W ( k) 2 =

W ( k) -
μ

W ( k) 2 Z ( k)ε( k) -
ε2 ( k) W ( k)

W ( k) 2

(3)

根据 RQ的性质有[5 ]

WT( k) ε( k) Z ( k) -
ε2 ( k) W ( k)

W ( k) 2 = 0

即每步迭代的权向量的递增量垂直于权向量的方

向.将公式 (3)两边取模平方得

W ( k + 1) 2 = W ( k) 2 +
μ2ε2 ( k)

W ( k) 4 ·

Z ( k) -
ε( k) W ( k)

W ( k) 2

2

= W ( k) 2 +

μ2ε2 ( k)

W ( k) 4 Z ( k) 2 -
ε2 ( k)

W ( k) 2 =

W ( k) 2 +
μ2ε2 ( k)

W ( k) 4 Z ( k) 2sin2θZW =

W ( k) 2 +
μ2

4
W ( k) - 2 Z ( k) 4sin22θZW (4)

式中 :θZW是 Z ( k)与 W ( k)之间的夹角.由式 (4)可

得 W ( k + 1) 2 ≥ W ( k) 2 ,而且由于 sin22θZW在

( -π,π]中有 4个峰值 ,因此可判断权向量的模平方

将不断增长且有振荡行为.由于在 TLS问题中 ,增广

权向量的初始模值 W ( 0 ) ≥1 , 因此可得

W ( k) > 1.

基于上述分析 , 在算法式 ( 2) 中 ,分子中的

W ( k) 2 Z ( k)项使得增广的输入观测向量 Z ( k)

中的噪声被放大 ,从而会降低算法对噪声的鲁棒性

能 ,因此将梯度中的 W ( k) 2 Z ( k)用 Z ( k)替代.

基于这一修正 ,可以建立鲁棒的总体最小二乘自适

应滤波算法为

W ( k + 1) = W ( k) - με( k) Z ( k) - ε( k) W ( k)

W ( k) 4

(5)

2　鲁棒的总体最小二乘 Volterra自
适应滤波算法

离散非线性系统的截断 Volterra 模型可以表示
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为[6 ]

y ( k) = ∑
N

n = 1
yn ( k) =

∑
N

n =1
∑

M- 1

m
1

= 0
⋯∑

M- 1

m
n

=0
hn ( m1 , m2 , ⋯, mn) ∏

n

i =1
u ( k - mi)

(6)

式中 : yn ( k)为系统在 k时刻的第 n级输出 ; u ( k)为

系统在 k 时刻的输入 ; N 为 Volterra 模型的最高阶

次 ; M 为记忆长度 ; { hn ( m1 , m2 , ⋯, mn) | m1 , m2 ,

⋯, mn = 0 , ⋯, M - 1}为第 n阶 Volterra核.

定义 Volterra系统输入观测向量为 �xV ( k) = [ �xT
1

( k) , �xT
2 ( k) , ⋯, �xT

N ( k) ]T ,其中 �x i ( k) ( i = 1 , ⋯, N )

是系统在 k时刻的第 i阶输入向量.与此相对应 ,记

Volterra系统的核向量为 HV = [ hT
1 , ⋯, hT

N \ 〗T ,并记

W = [ HT
V , - 1 \ 〗T为增广 Volterra 核向量 , �Z ( k) =

[ �xT
V ( k) , �d ( k) ]T为增广观测向量 ,ε( k) = �ZT ( k) W

( k)为残差.将算法式 (5)直接应用于 Volterra 系统 ,

可得

W ( k + 1) = W ( k) - με( k)
�Z ( k) - ε( k) W ( k)

‖W ( k) 4

(7)

　　算法式 (7)即为鲁棒的总体最小二乘 Volterra自

适应滤波器.在下面的分析中 ,对式 (7)与式 (5)统一

处理.

3　算法的收敛性能分析

根据随机近似理论 ,在一些合理的假设条件下 ,

可将式 (5)用常微分方程近似表示为

d W ( t)
d t

= -
ε( t) [ Z ( t) - ε( t) W ( t) ]
‖W ( t) 4 (8)

　　假设系统输入数据由各态历经信息源产生 ,则

Z ( t)是平稳的 ,且 Z ( t)与 W ( t)相互独立 ,对式 (8)

两边取期望可得

d W ( t)
d t

=
- RW ( t) + WT( t) RW ( t) W ( t)

‖W ( t) 4 (9)

显然 ,式 (9)的渐进收敛特性与式 (5)的收敛特性是

相近的 ,下面的定理可以保证本文提出的自适应滤

波算法能够收敛到自适应滤波问题的总体最小二乘

解.

定理　设 R是 ( n + 1) ×( n + 1)维半正定输入自相

关矩阵 ,λn + 1是其最小特征值 ,与之相应的规范化

特征向量为 cn + 1 ,且其末位元素不为 0 , 如果 WT

(0)·cn + 1≠0 ,且λn + 1只有一个 ,则对于公式 (5)的鲁

棒的自适应滤波算法有 lim
t v∞

W ( t) =αn + 1 ( t) cn + 1 ,其

中αn + 1 ( t)是一个标量函数 ,故当 t v ∞时 , W ( t)与

c ( t)的方向将趋向一致.

证明　设λ1 ,λ2 , ⋯,λn + 1是 R的 n + 1个特征值 ,其

中λn + 1是最小特征值 ,相应的一组正交规范化特征

向量为 c1 , c2 , ⋯, cn + 1 .则 c1 , c2 , ⋯, cn + 1构成解空

间的正交基底 ,从而可将 R和W ( t) 分别表示为 : R

= ∑
n+1

i = 1

λicic
T
i , W ( t) = ∑

n+1

i =1

αi ( t) ci . 代入式 (9)并展开

可求得

dαi ( t)

d t
= [ - λi + WT( t) RW ( t) ]αi ( t) ‖W ( t) - 4

(10)

　　由于αi ( t) = WT ( t) c i ,αn + 1 (0) = WT(0) cn + 1≠

0 ,则αn + 1 ( t ) ≠0.定义γi ( t ) =
αi ( t)

αn + 1 ( t)
( i = 1 , ⋯,

n) ,则可导出

dγi ( t)

d t
=

[λn +1 - λi ]αi ( t)αn +1 ( t)

α2
n +1 ( t) ‖W ( t) 4 =

[λn +1 - λi ]γi ( t)

‖W ( t) 4 (11)

因λn + 1 <λi ( i = 1 , ⋯, n) ,则由式 (11)可得 lim
t v∞
γi ( t)

= 0 ( i = 1 , ⋯, n) ,从而lim
t v∞
αi ( t) = 0 ( i = 1 , ⋯, n) ,因

此有

lim
t v∞

W ( t) = lim
t v∞ ∑

n+1

i =1

αi ( t) ci =αn+1 ( t) cn +1

(12)

4　仿真实验

本文的仿真实验分为线性系统和 Volterra 非线

性系统 2部分. ①线性系统 :权向量真值为 H = [ -

013 , - 019 ,018 , - 017 ,016 ]T ,分别使用文献[2 ]的次

元分析 (MCA)算法、文献 [1 ]的总体最小二乘算法

(TLMS) 、文献 [5 ]的 MCA EXIN算法 ( EXIN)和本文

提出的鲁棒总体最小二乘算法 ( RTLS) 进行

自适应滤波. ②Volterra非线性系统 : y ( k) = 0. 62·u

( k) - 0. 25 u ( k - 1) + 0. 64 u ( k - 2) + 0. 82 u2 ( k) -

1. 48 u ( k - 1) u ( k - 2) ,分别使用文献[7 ]的总体均

方最小 Volterra 自适应滤波算法 (VTLMS)与本文提

出的鲁棒的总体最小二乘 Volterra自适应滤波算法

(VRTLS) . 仿真实验考察这些算法在不同程度的噪

声环境下的鲁棒抗噪性能.输入信号的信噪比与输

出信号的信噪比取值相同 ,取叠加在输入、输出端的

噪声为独立平稳的白噪声.各算法的收敛性能通过

学习曲线κ～ E( k)给出 ,这里 E( k) = 20·lg[ ‖H -
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Ĥ ( k) 2 ].图 1与图 2为线性系统实验 ,图 3与图 4

为 Volterra非线性系统实验 ,图中给出的均是 30次

独立仿真实验的平均结果.

图 4　10 dB、μ= 0101时的学习曲线

图 3　20 dB、μ= 0105时的学习曲线

图 2　5 dB、μ= 011时的学习曲线

图 1　10 dB、μ= 011时的学习曲线

从以上仿真实验的结果可以看出 ,在信噪比和

学习因子相同的情况下 ,无论线性系统或非线性系

统 ,在所有算法均收敛时 ,本文提出的算法的稳态收

敛精度明显高于其他算法 ,表现出了良好的鲁棒抗

噪性能 ,此优点使得本文算法对于实际的滤波问题

有着更好的适应性.

5　结　论

本文通过定义增广权向量与增广输入观测数据

序列自相关矩阵的瑞利商最小为准则 ,基于最速下

降原理 ,将随机离散学习规律应用于权向量模的变

化规律的分析 ,修正了算法梯度 ,提出了一种鲁棒的

总体最小二乘自适应算法 ,并将该算法应用于

Volterra模型 ,构成了一种非线性的噪声鲁棒的总体

最小二乘自适应算法.理论分析和仿真实验的结果

均表明 ,在输入、输出均含有噪声的环境中 ,无论是

对线性系统还是非线性系统 ,本文算法的鲁棒抗噪

性能和稳态收敛精度均优于其他同类算法 ,这对于

实际应用非常有意义.
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