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基于小波有限元的裂纹故障诊断
陈雪峰 , 李　兵 , 胡　桥 , 何正嘉

(西安交通大学机械工程学院 , 710049 , 西安)

摘要 : 从线弹性断裂力学的角度考虑裂纹引起的局部附加柔度 ,进而构造了小波有限元裂纹刚度矩阵 ,提出

了基于小波有限元的裂纹故障诊断算法 ,克服了裂纹奇异性给传统有限元算法造成的困难.将系统前 3阶的

固有频率作为输入 ,绘制裂纹等效刚度与裂纹位置的 3条曲线 ,根据曲线的交点可以预测出裂纹的位置与尺

寸.用于研究该算法精度的裂纹轴数值算例表明 :裂纹位置与尺寸的辨识误差均不超过 2 % ,这为工程实践

中早期微弱裂纹的故障预示与诊断提供了新的方法.
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Crack Fault Diagnosis Based on Wavelet Finite Elements

Chen X uef eng , L i B ing , Hu Qiao , He Zhengjia
(School of Mechanical Engineering , Xi′an Jiaotong University , Xi′an 710049 , China)

Abstract : The additional flexibility near the crack vicinity is evaluated according to linear and elastic f racture

mechanics theory. The wavelet finite element stiffness matrix of crack is constructed and the algorithm for crack

fault diagnosis based on wavelet finite elements is proposed , which overcomes the deterioration in the perfor2
mance of classical finite element method caused by the crack top singularity. Graphs of crack equivalent stiffness

versus crack location are plotted by providing the first three natural f requencies as an input . The intersection of

the three curves predicts the crack location and size. The numerical examples of cracked shafts are presented to

verify the accuracy of the method. It is observed that the identification error of crack location and size are both

less than 2 %. The new method for prognosis and diagnosis of incipient small crack can be applied to engineering

practice effectively.
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　　通常 ,结构的损伤首先表现为结构裂纹的出现 ,

进而在外部交变应力等的作用下发生扩展 ,裂纹故

障是引起机械部件 (如转子、齿轮、叶轮、叶片)破坏

的主要原因之一 [1 ].裂纹问题与工程结构的破坏和可

靠性紧密相连 ,对大型复杂结构 ,初始微小裂纹是不

易被发现的 ,但裂纹扩展的恶劣后果往往导致重大

灾难事故的发生 ,如航空失事、转子断裂等. 学者

Edwards通过研究归纳 ,将质量不平衡、转轴弯曲与

裂纹转子列为旋转机械的 3 大故障诊断重点 [2 ] .因

此 ,对结构是否产生裂纹 ,对裂纹的位置与裂纹损伤

的程度进行及时准确的诊断 ,已成为故障诊断领域

的一个重要研究方向.虽然超声波、电涡流、磁粉等

检测方法在裂纹检测上取得了很大成就 ,但这些方

法通常只适用于对静态对象的检测 ,且存在着工艺

复杂等缺陷 ,而常规频谱分析也难以定量诊断出裂

纹的尺寸和位置.

　　任何系统都可以看作是由质量、阻尼与刚度矩

阵组成的力学系统 ,一旦出现裂纹损伤 ,结构参数就

随之发生变化 ,从而导致系统模态参数的改变 ,所以

结构模态参数的改变可视为结构早期损伤发生的标
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志[3 ] .为了准确识别裂纹的存在 ,并且计算出裂纹

出现的位置和裂纹尺寸 ,印度学者 Lele利用解析法

求解系统自然频率 ,从而准确地预知出裂纹的位置

与深度[4 ] .由于很多复杂结构很难获得解析解 ,因

而基于有限元方法建立裂纹结构的精确辨识模型、

分析裂纹结构的动态响应和模态参数 ,是裂纹故障

诊断的重要理论基础和必备先验知识.纽芬兰学者

Rabiul 采用有限元法对海洋框架结构进行了裂纹辨

识[5 ] ,但是其算法不能同时准确预知裂纹的位置和

尺寸.因为阻尼与振型测量的误差较大 ,所以在工程

实践中倾向于基于频率测量的裂纹诊断 ,但是只通

过单个固有频率的改变来诊断裂纹的参数比较困

难.由于 Laplace 小波分析等先进信号处理技术在

系统频率辨识方面具有很高的精度[6 ] ,目前其关键

问题在于如何通过已知的系统固有频率辨识出裂纹

的位置和尺寸参数 ,因此本文开展了基于系统前 3

阶固有频率的裂纹尺寸、位置诊断与辨识的研究.由

于裂纹尖端区域位移与应力都含有 1
r1/ 2奇异性 (其

中 r为裂纹尖端附近某一点的极坐标矢径) [7 ] ,这

种奇异性的出现给数值解的传统有限元方法造成困

难 ,因为在奇异点附近 ,解的梯度大 ,还会发生突变 ,

因此在准均匀的网格上 ,其解不能用分片的多项式

函数在局部准确逼近[8 ] .为了弥补传统有限元在解

决奇异性或大梯度问题中存在的缺陷 ,国内外学者

研究如何有效地将小波理论引入到有限元建模中 ,

构造出不同的小波基单元 ,以解决传统的有限元方

法难以解决的奇异性、大变化梯度、变边界等等问

题[9 ,10 ] .小波分析是近十几年来迅速发展起来的全

新的数值分析方法 ,它最大的长处是具有多尺度、多

分辨的特性 ,能够提供多种基函数作为有限元插值

函数.由此构造的小波基单元可以根据实际需要任

意改变分析尺度 ,使在变化梯度小的求解域采用大

的分析尺度 ,而变化梯度大的求解域则采用小的分

析尺度.这是一种优于传统单元网格加密和阶次升

高的自适应有限元算法 ,这种变尺度算法的数值稳

定性好、运算速度快、求解精度高.此外 ,小波基函数

还具有优良的紧支特性 ,使得小波基函数可以聚焦

到研究对象的任意细节 ,被数学家和工程师们誉为

“数学显微镜”,因而小波有限元用于处理工程中裂

纹等奇异性问题具有很大的优越性.

本文利用 Daubechies小波有限元 ,建立裂纹转子

轴的动力学模型 ,分析其模态参数 ,利用系统 3阶自

然频率 ,构造出预知裂纹位置与深度的算法 ,该算法

同样适用于工程中其他结构的裂纹故障预示与诊断.

1　裂纹轴小波单元

如图 1 所示 ,将裂纹转子抽象成两端简支裂纹

轴 ,长度为 L ,半径为 R ,裂纹位置为 L 1 ,裂纹深度

为 a.根据圣维南原理 ,裂纹仅影响其附近区域的应

力应变场 ,因此可以认为不含裂纹的单元刚度矩阵

保持不变.对于含裂纹的单元 ,其刚度矩阵只需要考

虑附加裂纹引起的刚度减弱.无裂纹的刚度阵 Ke

可以采用已构造的细长梁小波单元[11 ]

Ke =
EI
L 3∫

1

0
<¡å

N (¦Æ- j) d¦Æ (1)

式中 : E为弹性模量 ; I 为截面对中性轴的惯性矩 ;

<N 是 N 阶小波尺度函数 ;¦Æ(0 ≤¦Æ≤1)为单元局部

坐标 ,该公式的计算参见文献[10 , 12 ].

图 1　含有裂纹的单元　　　

含有裂纹的单元如图 2 所示 ,裂纹用线弹簧表

示.裂纹两端的连接条件可表示为[4 ]

yl = y r

cm M = ¦Èl - ¦Èr

(2)

图 2　两端简支裂纹轴

式中 : yl表示裂纹左边的位移 ; y r 表示裂纹右边的

位移 ;¦Èl和 ¦Èr分别表示裂纹左右两边的转角 ; M 表

示弯矩 ; cm表示由弯矩引起的裂纹柔度系数.因此 ,

裂纹引起的附加柔度矩阵可以表示为

Cm =
0 0

0 cm
(3)

　　根据线弹性断裂力学理论 ,对于圆截面轴的 cm

可表示为[13 ]

cm =
32
πER8∫

b

- b∫
a ( x)

0
( R2 - x 2) a F2 ( r) d a d x (4)

其中

b = ( R2 - ( R - a) 2) 1/ 2 , r = a/ (2 R) (5)

F ( r) = 1112 - 1140 r + 7133 r2 - 13108 r3 (6)
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则可获得裂纹单元刚度的矩阵为

Kc = TT ( C + Cm) - 1 T (7)

式中 : C为无裂纹柔度矩阵[14 ] ; T为转换矩阵.当采

用 6阶 Daubechies小波作为式 (1)的插值函数时 ,小

波单元的单刚阵为 11 阶方阵[12 ] .利用文献 [14 ]中

的方法构造转换矩阵

T =
- 1 - L 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 - 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1

(8)

2　裂纹故障诊断的基本理论

2 . 1　系统整体平衡方程

由于力学原理表明 ,裂纹的发生与扩展减小了转

子轴的刚度 ,因此对质量与阻尼的影响可以忽略.裂纹

转子轴的自由振动有限元整体平衡方程可表示为

Mq
¡§

+ Kq = 0 (9)

式中 : M 为整体质量矩阵 ; K为含裂纹单元的整体

刚度矩阵 ; q为位移向量.令

q = Qcos (¦Øt) (10)

式中 :¦Ø表示系统的固有频率 ; Q 表示位移向量的

幅值.把式 (10)代入式 (9) ,可得特征方程

| K - ¦Ø2 M | = 0 (11)

2 . 2　小波有限元模型的裂纹诊断原理

对于图 1 所示模型 ,当 L、R 以及材料参数确

定以后 ,¦Ø就只与 L 1 和 a 有关 ,其中 a 与式 (4)中

的柔度系数一一对应 ,因此可表示为

¦Ø = ¦Ø(¦Â, cm) (12)

式中的 ¦Â表示裂纹位置 ,即

¦Â =
L 1

L
(13)

　　把系统前 3阶固有频率分别代入式 (11) ,每代

入一个固有频率 ,考虑式 (12)后则可获得裂纹柔度

系数与裂纹位置的函数关系 ,即

cm (¦Â) = ¦Øt , i = 1 ,2 ,3 (14)

为了便于分析 ,定义裂纹刚度为

kc =
L

EIcm
(15)

在同一坐标系下 ,绘制出 3 条裂纹刚度随裂纹位置

变化的曲线 ,这 3条曲线必然存在一个交点 ,利用式

(13) ,根据交点所对应的 ¦Â值可以获得裂纹的位

置.利用式 (4)与式 (15) ,根据交点所对应的 kc值可

以获得裂纹的深度.这样 ,采用有限元辨识模型就可

以准确地预测裂纹的位置与尺寸.

3　数值算例

对于图 1 ,取 L = 250 mm , R = 6 mm , E = 2 . 1

×1011 N/ m2 ,密度为 7 890 kg/ m3 ,泊松比为 0 . 3 ,取

表 1中的 4种裂纹工况作为研究算例.

表 1　4种裂纹工况

裂纹工况 ¦Â r

① 0. 2 0. 2

② 0. 2 0. 4

③ 0. 5 0. 2

④ 0. 5 0. 4

　　根据振动力学中伯努力 - 欧拉梁理论 ,可得图

1中梁裂纹两端的自由振动方程为

d4 yl

d¦Â4 - ¦Ë4 yl = 0 ,
d4 y r

d¦Â4 - ¦Ë4 y r = 0 (16)

其中

¦Ë4 =
¦Ø2¦ÑA L 4

EI
(17)

式中 :¦Ñ为密度 ; A 为截面面积.当引入边界条件 ,

并考虑裂纹连接条件式 (2)时 ,就可以求得以上 4种

裂纹工况所对应的裂纹轴的固有频率 (见表 2) .

表 2　裂纹轴的固有频率

裂纹工况 ¦Ø1/ rad·s - 1 ¦Ø2/ rad·s - 1 ¦Ø3/ rad·s - 1

① 2 433 . 475 9 667. 039 21 757 . 500

② 2 386 . 021 9 216. 690 20 897 . 125

③ 2 413 . 835 9 776. 246 21 729 . 960

④ 2 287 . 659 9 776. 245 20 726 . 480

　　将求解的固有频率代入式 ( 11) ,以 ¦Â为横坐

标 , kc为纵坐标 ,绘制出在 4 种工况下 ,前 3 阶固有

频率所对应的裂纹刚度的相对裂纹位置曲线 ,如图

3～图 6所示.

图 3　裂纹工况①的相对裂纹位置曲线

　　图 3～图 6 中的曲线交点即为裂纹 ,可以直接

获得 ¦Â的值.根据交点裂纹刚度 ,利用式 (4) ,可以

求得 a.当采用 4 个小波无裂纹单元与一个有裂纹

单元划分有限元网格时 ,计算结果如表 3所示 ,裂纹

位置与深度的辨识误差均不超过 2 %.
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图 4　裂纹工况②的相对裂纹位置曲线

图 5　裂纹工况③的相对裂纹位置曲线

图 6　裂纹工况④的相对裂纹位置曲线

表 3　裂纹位置与尺寸的诊断结果

工况 ¦Â 误差①/ % kc r 误差②/ %

① 0. 210 1. 0 77 . 653 0. 215 1. 5

② 0. 205 0. 5 13 . 506 0. 418 1. 8

③ 0. 510 1 . 00 77 . 298 0. 217 1. 7

④ 0. 502 0. 2 13 . 636 0. 414 1. 4

　　注 :①表示 ¦Â的误差 ; ②表示 r的误差.

4　结　论

故障诊断是动力学的逆问题 ,监测并预知微小

裂纹的出现是工程中一个很值得研究的问题.本文

建立了基于小波有限元的裂纹轴辨识动力学模型 ,

利用裂纹轴前 3 阶固有频率 ,提出了诊断裂纹位置

与尺寸的算法.由于小波有限元可以很好地求解裂

纹等奇异性问题 ,本文通过两端简支裂纹轴的数值

算例表明 ,该算法的诊断误差不超过 2 %.因此 ,利

用基于小波有限元的裂纹预测算法 ,可以很好地在

现场开展早期微弱裂纹故障的预示与诊断.当机械

结构发生裂纹时 ,采集故障监测所获得的系统振动

信号 ,并提取出系统前 3阶固有频率 ,就可以在裂纹

尚未发生扩展的早期阶段预示出系统出现裂纹的位

置与尺寸 ,从而及早地消除结构系统中的裂纹隐患 ,

减少因裂纹造成的重大机械事故损失.
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