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一种改进的图像自适应非线性滤波方法
张元林 , 郑南宁 , 袁泽剑
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摘要 : 针对图像的保边光滑问题 ,分析了 Perona2Malik ( PM)方程的非线性滤波扩散行为 ,利用保边正则化

思想给出了由一种新的各向异性扩散方程所决定的图像自适应光滑算法.这种新的各向异性扩散滤波方法

与 PM方程的不同之处在于 :扩散系数不是直接来源于图像的梯度幅值 ,而是在图像梯度模基础上恢复出图

像的边缘信息.实验结果表明 ,所提方法对图像边缘的恢复结果要比 PM 的方法具有更高的可靠性和准确

性.
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Improvement of Image Adaptive Nonlinear Filtering

Zhang Y uanlin , Zheng N anning , Y uan Zejian
(School of Electronics and Information Engineering , Xi′an Jiaotong University , Xi′an 710049 , China)

Abstract : Based on the analysis of nonlinear diffusion of Perona2Malik ( PM) equation , a novel nonlinear filter2
ing method is proposed for image smoothing. The idea of edge2preserving regularization is introduced through a

boundary intensity function. Comparing with PM equation , the diffusion coefficient is not obtained from the

gradient magnitude of the image directly , but the edge information (i. e. boundary intensity function) restored

from the gradient magnitude based on the mode of the image. Experiments demonstrate that the proposed ap2
proach has better accuracy and reliability than PM for the results of edge restoration.
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　　图像光滑是图像处理的重要内容之一 ,在图像

去噪、图像增强和图像恢复中得到了广泛的应用.在

图像光滑中如何保留图像的重要特征 (边缘、纹理和

线等)一直是图像处理领域的研究焦点.

近 10年来 ,针对保重要特征的图像光滑问题 ,

研究者们提出了大量非线性的图像光滑算子[1～6 ] .

这些图像光滑算子大多来源于求解初始值为输入图

像的非线性偏微分方程 ,其中最经典的是 Perona2
Malik[2 ] ( PM)的各向异性扩散方程.在 PM 扩散方

程中 ,扩散系数不是固定的常值 ,而是图像梯度模的

函数.因此 ,在图像光滑过程中 ,扩散方程能够根据

图像内容自动调节扩散系数 ,在图像的平坦区域 ,图

像光滑加强 ,而在特征边缘区域 ,图像光滑减弱 ,同

时还表现出异性扩散行为.尽管 PM 方程在抑制噪

声与保留图像重要特征方面取得了一定的效果 ,但

却表现出病态且不稳定.文献 [ 3 ]中 ,Catt 等人对该

方程进行了改进 ,他们先用高斯核同图像作卷积 ,然

后取其梯度模作图像边缘信息的估计.文献[4 ]提出

用优化的对称指数滤波器对图像作光滑 ,然后取其

梯度模作图像边缘信息的估计.这两种估计方法的

基本思想是降低噪声的干扰 ,更加真实地提取图像

的边缘特征信息 ,以便利用边缘信息更好地控制

PM方程的扩散行为.然而 ,这两种估计方法都存在

光滑尺度参数的选取问题 ,实际上都是对图像作各
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向同性扩散 ,这有悖于保边光滑的思想.

本文首先分析了 PM 方程的扩散行为 ,给出

PM方程的两种改进形式和一种新的各向异性扩散

方程.该方程与 PM方程所不同的是 :边缘信息不是

直接来源于图像的梯度模 ,而是在图像梯度模基础

上恢复出图像的边缘信息.在恢复图像边缘信息的

过程中用到了保边的正则化技术[5 ] .

1　PM各向异性扩散方程及其改进

Perona和 Malik[2 ]提出了基于各向异性扩散的

图像光滑思想 ,他们的方法克服了传统的光滑滤波

器的主要缺陷 ,使图像质量有很大的改善. PM各向

异性扩散方程为

5 u
5 t

= div ( c (| ¨ u | ) ·¨ u) (1)

式中 : u 为演化图像 ; div 为散度算子 ; ¨ u =

[ u x uy ]为图像的梯度 ; | ¨ u | = ( u2
x + u2

y ) 1/ 2为图

像的梯度模 ; c ( | ¨ u| )是图像梯度模的函数 ,也称

为扩散方程的扩散系数.当初始值为输入图像时 ,方

程 (1)给出了在 t 时刻图像演化的结果.

令η为图像的梯度方向 (即等灰度轮廓线的法

方向) ,ξ为梯度方向的垂直方向. PM 方程在坐标
(η,ξ)下的表达形式为

5 u
5 t

= cη·uηη + cξ·uξξ (2)

式中 : uηη、uξξ分别为 u 沿η、ξ的二阶方向导数 ,

其定义为

uηη =
u2

x u x x + 2 u x uy u xy + u2
y uyy

u2
x + u2

y

uξξ =
u2

y u x x - 2 u x uy u xy + u2
x uyy

u2
x + u2

y

其中的 cη、cξ分别为沿η、ξ方向的扩散系数 , PM方

程选取的扩散系数为

c (| ¨ u | ) =
1

1 + (| ¨ u | 2/ T2)
(3)

c (| ¨ u | ) = exp ( -
| ¨ u |

T

2

) (4)

对应的沿η、ξ方向的扩散系数为

cη =
1 + 2 | ¨ u | / T - | ¨ u | 2/ T2

(1 + (| ¨ u | / T) 2) 2

cξ =
1

1 + (| ¨ u | 2/ T2)

(5)

　　扩散系数随梯度模的变化如图 1所示.

从图 1可以看到 ,随梯度模的增大 ,沿η、ξ方向

的扩散系数衰减 ,图像的光滑能力减弱.由于扩散系

数 cη、cξ的衰减速度不一致 , PM方程表现出异性扩

(a)按式 (3)计算

( b) 按式 (4)计算

图 1　PM方程的扩散系数

散行为 ,其结果可以做到图像选择性光滑和保边光

滑.当梯度模达到一定的阈值 ,沿η方向的扩散系

数 cη出现负值 ,这时会在梯度方向出现反向扩散 ,

图像的边缘会增强.

PM扩散方程的这些性质有赖于对图像边缘特

征的良好估计.在较大的噪声背景下 ,图像梯度具有

很大的不确定性 ,这难以真实反映图像的边缘特征

信息 ,此时 PM方程往往表现出病态且不稳定 ,所以

研究者们对 PM方程做了一些改进.

Catt等人[3 ]给出的扩散方程为

5 u
5 t

= div ( c (| ¨ ( Gσ3 u) | ) ·¨ u) (6)

式中 : Gσ是方差为σ的高斯函数 ; 3为卷积运算.

Torkamani等人[4 ]从边缘定位精度的角度对

PM方程进行了改进 ,改进后的扩散方程为

5 u
5 t

= div ( c (| ¨ ( h 3 u) | ) ·¨ u) (7)

式中 : h ( x , y) =
β
2
·exp ( - β(| x | +| y | ) ) .

以上两种对梯度模的估计存在尺度参数的选取

问题 ,并且都类似于各向同性的低通滤波器 ,图像的

边缘特征有较大的损失.

本文将对图像边缘特征信息的估计转化为在图

像梯度模基础上的恢复问题 ,然后把恢复后的边缘

特征信息作为调节扩散系数的依据 ,很好地解决了

尺度参数的选取和边缘的估计精度问题.
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2　新的各向异性扩散方程

在估计图像的梯度模时 ,我们考虑如下能量函

数的优化问题 , 即

E ( B ) =∫Ω ( B - | ¨ u | 2) 2dΩ +

λ·∫Ωφ(| ¨ B | ) dΩ (8)

式中 : B 称为边缘强度函数 ; Ω 为图像支撑 ;

φ( | ¨ B | )为正则化函数 ;λ为正则化因子.我们的

目的是要找到使能量函数 E ( B )达到极小的最优边

缘强度函数 B
^

,求取式 (7)的一阶变分 ,由 Green公

式和图像的对称边界条件5 B
5 n

| 5Ω = 0 , n 为边界5Ω

向外的法方向 ,不难得到

δE ( B ) =∫Ω 2 ( B - | ¨ u | 2) +

λ·div
φ′

| ¨ B |
·¨ B ·δB dΩ

　　定义函数内积〈 f , g〉=∫Ωf ·gdΩ ,能量函数

的一阶变分可以写成

δE ( B) =〈¨B E　δB〉

　　记 ¨B E = 2 ( B - | ¨ u | 2 ) - λ·div (
φ′

| ¨ B |
·

¨ B )为能量函数对边缘强度函数的梯度 ,由梯度下

降法可以得到使能量函数快速下降的边缘强度 B

的演化方程 ,即

5 B
5 t

= - ¨B E = 2 (| ¨ u | - B ) +

λ·div (
φ′

| ¨ B |
·¨ B ) (9)

　　当不考虑对边缘强度函数 B 作光滑时 ,λ= 0 ,

强度函数 B 将退化为 B = | ¨ u | 2 ,此时所得到的图

像边缘信息与 PM方程一致.

若不考虑数据拟合项 ,并且取正则化函数

φ( | ¨ B | ) = | ¨ B | 2 ,边缘强度函数将与 Catt 等人

所用的图像边缘信息类似 ,即 B = Gt 3 | ¨ u| 2 .

改进后的扩散方程为

5 u
5 t

= div ( c ( B ) ·¨ u)

5 B
5 t

= 2 (| ¨ u | 2 - B ) +λ·div (
φ′

| ¨ B |
·¨ B )

(10)

其中 , 取 c ( B ) =
1

1 + B / T2 . 由于正则化函数

φ( | ¨ B | )的选取对图像边缘的恢复质量至关重要 ,

则取φ( | ¨ B | )具有保边特性的形式[5 ] ,即

φ(| ¨ B | ) =
| ¨ B | 2

1 +| ¨ B | 2 (11)

3　扩散滤波器的实现

目前已有许多非线性扩散滤波器的数值实现方

法[1 ] ,其中首选为有限差分方法 ,这类方法易于实

现 ,并且数字图像已经提供了离散结构.

本文采用 Weickert [6 ]等人首先引入的加性算子

分裂 (Additive Operator Splitting , AOS)方法 ,这种

方法采用改进了的半隐式格式 ,将高维数据化为一

维处理 ,在同样的精度要求下 ,比广泛应用的显式有

限差分方法更有效 ,并且是一种无条件稳定数值方

法.非线性图像演化方程的形式为

5 u
5 t

= div ( c (| ¨ u | ) ¨ u) (12)

其中的初始条件为 u (0) = u0 ,则上式右边可写成

div ( c (| ¨ u | ) ¨ u) = ∑
m

l = 1

5 x
l
( c (| ¨ u | ) 5 x

l
u)

(13)

这里的 l 是维数标记.对图像滤波 , m = 2 , x 1 = x ,

x 2 = y .

令 1维离散算子为

A l ( uk) = 5 x
l
( c (| ¨ uk | ) 5 x

l
) (14)

其中 ,上标 k 表示迭代次数 , u0 = u0 .由此可以写出

相容的一阶 AOS半隐式迭代格式 ,即

uk +1 =
1
m ∑

m

l = 1
[ I - mτA l ( uk) ] - 1 uk (15)

用它可求解高维非线性扩散问题.

对于 2维图像 ,有如下 AOS迭代格式 ,即

uk +1 =
1
2 ∑

2

l = 1
[ I - 2τA l ( uk) ] - 1 uk (16)

应用 AOS算法 ,本文所改进的演化方程的迭代格式

为

uk +1 =
1
2 ∑

2

l = 1
[ I - 2τPl ( uk) ] - 1 uk (17)

式中 : Pl ( uk) = 5 x
l
( c ( B k) 5 x

l
) ,而

B k +1 =τ∑
2

l = 1
[ I - 2λτQ l ( B k) ] - 1 (| ¨ uk +1 | 2 +

(1 -
1

2τ
) B k) (18)

其中 Q l ( B k) = 5 x
l

φ(| ¨ B | )
| ¨ B |

5 x
l

　　扩散滤波器的实现算法如下 :

(1)初始化 u , B ;
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(2) k = 1 ;

(3)重复 ;

(4)固定 B k ,用式 (17)计算 uk + 1 ;

(5)固定 uk + 1 ,用式 (18)计算 B k + 1 ;

(6)直到 u、B 收敛 ;

(7) k = k + 1 .

文献[6 ]对 AOS方法的计算复杂性进行了详细

的分析 ,一次不包含预光滑的 AOS迭代步 ,其乘除

运算为 16 N 次 ,加减运算为 15 N 次 ,查找表运算为

N 次 , N 为图像的像素数.本文算法一次迭代需做

两次 AOS运算 ,故其一次迭代的运算量为乘除运算

32 N 次 ,加减运算 30 N 次 ,查找表运算 2 N 次.

4　实验结果比较

由于人类视觉对图像质量的评价很难用数学方

法来表征 ,因此各种自适应非线性滤波器对图像处

理的性能也很难进行比较.通常 ,人们选择一些准则

作为各种滤波器性能比较的基准 ,例如归一化均方

误差准则和感知均方误差准则等.这里 ,我们采用峰

值信噪比 ( PSNR)作为滤波器性能评价准则 ,它可

定义为[7 ]

V PSNR =
N M ( x max - x min) 2

∑
N

i = 1
∑
M

j = 1

( x ij - y ij)
2

1
2

(19)

式中 : N、M 是图像尺寸 (行和列数) ; x max、x min分别

是未降质图像的最大和最小灰度 ; x ij、y ij分别是未

降质图像和降质图像的灰度.

实验使用 Lena图像 (256×256×256) (图 2a) 、

交大校训图像 (349 ×375 ×256) (图 2b)及 MRI图

像 (238×253 ×256) (图 2c) ,分别加入高斯噪声或

均匀噪声降质.

　　　(a) lena　　　(b)交大校训　　　(c) MRI　　

图 2　原始图像

　　滤波参数可根据精度及时间的要求进行选择.

实验中 ,参数选择如下 :lena图的边缘强度阈值 T =

2 ,时间步长τ= 2 ,正则化系数λ= 1 ;交大校训图的

边缘强度阈值 T = 1 ,时间步长τ= 1 ,正则化系数λ

= 1 ;MRI图的边缘强度阈值 T = 2 ,时间步长τ=

2 ,正则化系数λ= 1 .迭代次数都为 20 次.其中 ,正

则化系数根据经验给出.实验结果见表 1 ,其中 MRI

图像的滤波结果如图 3所示.

从表 1可以知道 ,在相同的参数下 ,本文方法的

滤波结果要优于 PM方法及 Catt方法.

从边缘强度图可以看出 ,本文方法具有增强边

缘、减少伪边缘的效果 ,其边缘恢复的结果要优于

PM方法及 Catt 方法. PM 方法是受噪声干扰所致 ;

Catt方法在抑制噪声的同时 ,边缘信息有损失 ,这一

点从滤波后图像的主观视觉效果也可以看出 . 从

滤波结果图还可以明显地观察到 , PM方法对一些

　　　　　(a)加噪声图像　　　　(b)本文方法滤波结果　　　(c) PM方法滤波结果　 　(d) Catt方法滤波结果

　　　　(e)信噪比变化曲线　　　　(f)本文方法边缘强度　　(g) PM方法边缘强度　　　(h) Catt方法边缘强度

图 3　MRI图像的滤波结果
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表 1　图像 PSNR

V PSNR/ dB

lena 交大校训 MRI

滤波前 4. 49 8 . 50 11 . 04

PM方法 15 . 64 15 . 32 28 . 44

Catt方法 15 . 83 14 . 81 27 . 41

本文方法 16 . 52 16 . 12 28 . 81

大梯度的噪声斑点作用很小 ,Catt 方法模糊了图像

的边缘 ,而经本文方法处理后 ,图像的平坦区域比较

光滑 ,边缘也很清晰.

5　结　论

本文给出了一种改进的图像自适应非线性保边

光滑滤波器 ,利用保边正则化技术 ,通过对边缘强度

函数的恢复处理 ,使图像具有更好的光滑结果和光

滑质量.
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附录 A　式 (13)的证明

由于天线发射的是以块为单位的空时分组码 ,

因此只用证明其中 1块即可 ,其余可以依此类推.不

妨以第 1块为例 ,有

[ V1　V2 ]
T1 c1 T2 c2

- T3 c 3
2 T4 c 3

1

= 0

Ζ [ V1 T1 c1 - V2 T3 c 3
2 　V1 T2 c2 + V2 T4 c 3

1 ] = 0

Ζ [ V1 T1 c1 - V2 T3 c 3
2 　V 3

2 T 3
4 c1 + V 3

1 T 3
2 c 3

2 ] = 0

Ζ
V1 T1 - V2 T3

V 3
2 T 3

4 V 3
1 T 3

2

c1

c 3
2

= 0

将其类推至所有 2 B 块 ,即可得到式 (13) .

附录 B　定理 1的证明
方程 (14)可以看作 2组方程

V1 T1 x1 - V2 T3 x2 + ⋯ - V2 B T3 x2 B = 0 (16)

和V 3
2 T 3

4 x1 + V 3
1 T 3

2 x2 + ⋯+ V 3
2 B - 1 T 3

2 x2 B = 0

(17)

每组方程的解空间维数均为 2 ,因此对方程 (16)来

说 ,解空间由 2 个基底构成 ,除了最后需要的

[ ( c1) T , ( c 3
2 ) T , ⋯, ( c2 B - 1) T , ( c 3

2 B ) T ] T以外 ,构成解

空间还有 1个基底

[ ( T - 1
1 T2 c2) T , ( - T - 1

3 T4 c 3
1 ) T , ⋯, ( - T - 1

3 T4 c 3
2 B - 1) T ] T

(18)

同样 ,方程 (17)解空间的另一个基底为

[ ( T - 3
4 T 3

3 c2) T , ( - T - 3
2 T 3

1 c 3
1 ) T , ⋯,

( - T - 3
2 T 3

1 c 3
2 B - 1) T ] T (19)

可以看出 ,只要式 (18)和式 (19)不对应着同一基底 ,

那么式 (14)的解就是惟一的.实际上 ,式 (18)和式

(19)中和 T相关的部分是在不停地重复 ,所以只要

[ ( T - 1
1 T2 c2) T , ( - T - 1

3 T4 c 3
1 ) T 和 [ ( T - 3

4 T 3
3 c2) T ,

T - 3
2 T 3

1 c 3
1 ) \ 〗T对于码集中的任意的 ci 均线性独

立 ,即可保证式 (14)的基础解系惟一.

(编辑　刘　杨)
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