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三元期权定价问题的偏微分方程数值解
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摘要 : 研究了基于 BlackΟScholes模型的标的资产期权定价的数值方法———有限差分方法.基于

Gilli的工作讨论了三元期权定价问题 ,采用具有良好稳定性和收敛性的隐式有限差分格式来进行

问题的空间离散 ,并用稳定化双共轭梯度法数值求解对应离散问题的大型稀疏线性方程组.计算结

果正确反映了标的资产波动率、无风险利率、资产当期价格和成交价格及资产间的协相关系数对期

权定价的影响.
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Abstract : Numerical met hods for valuation of options on underlying asset s based on Black2
Scholes model are investigated wit h t he finite difference met hod. Trivariate option pricing is dis2
cussed mainly following M. Gilli’s work. The implicit finite difference met hod is implemented to

discretize the equations wit h satisfied stability and convergence. The resulting large and sparse

linear systems are solved by t he bi2conjugate gradient met hod. Some numerical examples are

p resented for European option pricing problems , and t he comp utational result s accurately reflect

t he relationship s among option pricing wit h t he volatility , un2risk interest rate ,expiration price ,

exercise p rice and correlation coefficient of underling asset s.
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　　Black2Scholes 模型是由 Black 及 Scholes 在

1973 年提出的[1 ] ,后又经 Merton 进行了改进 ,

Black2Scholes模型奠定了现代期权定价理论的基

础.由于在一般情况下 ,Black2Scholes 偏微分方程

模型无解析解 ,从而探讨其数值方法就成了人们研

究的重点. Schwartz[2 ]最早用有差分法 ( FDM)求解

金融偏微分方程 ( PD E) ,接着许多用 FDM 方法求

解金融 PDE的工作[ 3Ο5 ]包括应用显式差分、隐式差

分和混合差分. Izvorski [6 ]、Chen[7 ]实现了双元问题

的有限差分方法.本文在 Gilli [8 ]研究的基础上 ,对

三元欧式期权定价的 Black2Scholes模型进行研究 ,

给出了模型的具体形式 ,并采用有限隐式差分法得

到了其离散问题 ,研制了程序 ,用稳定化双共轭梯度

法进行数值求解 ,得到了三元欧式期权的定价.

1　Black2Scholes模型

考虑 3种价格分别为 S1、S2、S3 的风险资产 ,满

足如下随机偏微分方程

dS ( t) = diag ( S ( t) ) [¦Ì d t + ¦ØdW ( t) ] (1)
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式中 :W 服从三维标准布朗运动 ; S = [ S1 , S2 , S3 ] T

是价格向量 ;¦Ì = [¦Ì 1 ,¦Ì 2 ,¦Ì 3 ] T 是漂移率向量 ;¦Ø是

一个 3阶方阵 ,¦Ø¦ØT d t代表资产利润向量间的协方

差矩阵.在不存在套利的情况下 ,关于 3种风险资产

的欧式期权定价问题满足以下的 Black2Scholes 方

程
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式中 :¦Òi 表示 S i 的挥发性系数 ;¦Ñi j 表示 dSi / Si 与

dSj / Sj 间的协相关系数.设 E是股票的执行价格 ,

在欧式看涨期权下 ,到期时期权获得的盈利为

V ( S1 , S2 , S3 , T) =

(max{ S1 ( T) , S2 ( T) , S3 ( T) } - E) + (3)

　　在进行离散之前 ,我们先对式 (2)做一下简化.

引入以下变量 x = ln ( S1 / E) , y = ln ( S2 / E) , z =

ln ( S3 / E) ,¦Ó= T - t以及 V ( S1 , S2 , S3 , T) = Eu( x ,

y , z ,¦Ó) ,我们得到
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其初始条件为

u( x , y , z ,0) = (max{ ex - 1 , ey - 1 , ez - 1} ) +

用向量形式方程简写为

5 u
5¦Ó = P·¤u + ( D ¤) ·¤u - ru (5)

式中

P =

r -
¦Ò2

x

2

r -
¦Ò2

y

2

r -
¦Ò2

z

2

, D =

1
2
¦Ò2

x ¦Òx¦Òy¦Ñxy ¦Òx¦Òz¦Ñxz

¦Òy¦Òx¦Ñyx
1
2
¦Ò2

y ¦Òy¦Òz¦Ñyz

¦Òz¦Òx¦Ñzx ¦Òz¦Òy¦Ñzy
1
2
¦Ò2

z

2　方程离散

在如下一系列的离散点上考虑函数 u( S1 , S2 ,

S3 ,¦Ó)

x i = x0 + iΔx　i = 0 ,1 , ⋯, N x

y j = y0 + jΔy　j = 0 ,1 , ⋯, N y

zk = z0 + kΔz　k = 0 ,1 , ⋯, N z

¦Óm = mΔ¦Ó　m = 0 ,1 , ⋯, M

式中 :Δx、Δy及Δz表示空间步长 ;Δ¦Ó表示时间步

长 ; N x、N y、N z 及 M 表示空间和时间步数.

令 ¦¸ 为所有的 ( N x + 1) ( N y + 1) ( N z + 1)个网

格点集 ,¦¸ 是 ( N x - 1) ( N y - 1) ( N2 - 1)个内点集 ,

而5¦¸ 表示边界点集 ,成立 ¦¸ = ¦¸ ∪5¦¸ .

用有限差分近似代替式 (4)中所有的偏导数 ,得

到式 (4)的近似方程
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9个偏导数的近似 ¦Äm
l , l = { x , y , z , x x , yy , zz , x y ,

xz , yz}分别对应于空间变量 x、y、z ,我们将其定义

为在第 m + 1和第 m时间步上的有限中心差分的凸

组合
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其中时间权重因子¦Èl ∈[ 0 ,1 ] ,有
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式 (7)用矩阵形式可写为

( I - ¦ÈA) u
m+1
¦¸ = ( I + (1 - ¦È) A) u

m
¦¸ + ¦ÈB u

m+1
5¦¸ +
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m
5¦¸ (8)

其中 A的列对应集合¦¸ 中的指标 (即 ui , j , k ∈¦¸ ) ,而

B对应5¦¸ 中的指标 (即 ui , j , k ∈5¦¸ ) .

关于时间变量采用隐式差分

¦Äm
¦Óm =

u
m+1
i , j , k - u

m
i , j , k

Δ¦Ó

则方程变为

( I - A) u
m+1
¦¸ = u

m
¦¸ + Bu

m+1
5¦¸ (9)

隐式差分方法具有一阶精度 ,它关于时间和空间步

长是无条件稳定和收敛的.
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算法 1　

　　设置初值 u0

　　计算矩阵 A和 B

　　for m = 0∶M - 1 do

　　计算边界值 u
m+ 1
5¦¸

　　求解方程 ( I - A) u
m+ 1
¦¸ = um

¦¸ + Bu
m+ 1
5¦¸

　　end do

下面 ,给出矩阵 A以及矩阵 B 的具体形式.但

是 ,就算我们在较为简单的矩形区域上求解问题 ,边

界也涉及到 6个面 ,而 B的具体形式肯定对应着一

定边界点的排列顺序 ,在给出 A、B的形式之前 ,我

们对 um
i , j , k进行排列 ,然后根据确定的顺序 ,给出 A

的形式. 我们用一个一维数组 s来存储空间点的排

列顺序. s中网格点的排列顺序是先从下往上 ,再从

前往后 ,最后从左往右.不失一般性 ,我们可以令 Nx =

N y = N z = N ,则 s中的元素的个数为 ( N - 1) 3 ,于是

对应于以上顺序的 A 是形式如下的 ( N - 1 ) 3 ×

( N - 1) 3的块三对角阵

A =

C D

E C D

w w w
E C D

E C

式中 : C、D、E为 ( N - 1) 2 ×( N - 1) 2 的块三对角阵 ,

其三对角块元素为 ( N - 1) ×( N - 1)的三对角阵 ,

形式分别为

　　对于线性方程组的求解 ,我们采用收敛性比通

常的迭代方法 (J accobi 或 Gauss2Gauss2Seidel 方

法)更好的稳定化双共轭梯度方法[9 ] .考虑线性方程

组 Ax = b,用 Krylov子空间迭代求解 x (1) , x (2) , ⋯,

那么

x( i) ∈ x(0) + span ( r (0) , Ar (0) , ⋯, A i - 1 r (0) )

式中 : r (0) = b - A x(0) .

算法 2　稳定化双共轭梯度算法

设置初值 x(0)

计算 r (0) = b - A x (0) , t ( - 1) = w ( - 1) = 0 ,¦Â- 1 = 0

for k = 0 ,1 ,2 , ⋯,直到收敛 do

　　 p( k) = r ( k) + ¦Âk- 1 ( p( k- 1) - u( k- 1) )

　　¦Ák =
( r (0) ¡ä, r ( k) )

( r (0) ¡ä, A p ( k) )

　　y( k) = t ( k- 1) - r ( k) - ¦Ák¦Ø( k- 1) + ¦ÁkA p ( k)

　　t ( k) = r ( k) - ¦ÁkA p ( k)

　　¦Æk =
( At ( k) , t ( k) )

( At ( k) , At ( k) )

　　z( k) = ¦Æk r ( k) - ¦Ák¦ÆkA p ( k)

　　x ( k+1) = x( k) + ¦Ák p ( k) + z( k)

　　r ( k+1) = t ( k) - ¦ÆkA t ( k)

　　¦Âk =
¦Ák ( r (0) ¡ä, r ( k+1) )
¦Æk ( r (0) ¡ä, r ( k) )

　　w ( k) = At ( t) + ¦ÂA p ( k)

　　　　end do

3　算　例

根据上述算法 ,我们编写了 VC程序 ,对三元期

权定价问题进行了数值求解.先取参数值 E = 1010 ,

T = 110 , r = 0101 ,¦Òx =¦Òy =¦Òz = 110 ,¦Ñxy =¦Ñyz =¦Ñxz =

015 , S1 (0) = S2 (0) = S3 (0) = 1010 ,选取时间步长为

0105 ,空间步长均为 011 ,松弛因子为 019 ,得到的运

行结果为 21265 6 ,而对应于以上参数值的解析解的
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值为 21267 2 [ 8 ] ,得到绝对误差为 01001 6 ,相对误差

为 01705×10 - 3 .如果只改变空间步长为 012 ,不改

变以上其他参数 ,得到的结果为 21277 1 ,绝对误差

为 01011 5 ,相对误差为 01005 1 .

影响期权价格有多种因素 ,现在来看看计算结

果是否能正确反映这些因素的影响.表 1 给出了标

的资产的不同波动率、不同无风险利率下的期权定

价 ,表 2给出了不同资产当期价格、成交价格下的期

权定价.

表 1　不同波动率、利率下的期权定价

波动率 012 013 0. 4 0. 5 0. 6 0. 7 0. 8

期权定价 2. 265 6 2. 977 9 3. 639 4 4. 114 6 4. 486 0 4. 667 5 4. 741 5

利率 0. 10 0. 11 0. 12 0. 13 0. 14 0. 15 0. 16

期权定价 2. 265 6 2. 437 6 2. 463 0 2. 512 3 2. 594 4 2. 677 3 2. 763 8

表 2　资产当期价格、成交价格对期权定价的影响

资产当期价格 101 0 201 0 3010 4010 5010

期权定价 2 . 265 6 6 . 079 8 9 . 153 7 101599 6 11. 725 8

成交价格 5 . 0 10 . 0 15 . 0 20 . 0 25. 0

期权定价 3 . 039 9 21 265 6 1 . 090 1 0 . 680 2 0 . 351 0

　　另外 ,协相关系数这个因素在一元期权定价问

题中是不存在的 ,而在三元期权定价问题中 ,它是一

个非常重要的参数 ,表 3 反映了三元期权价格随着

标的资产间的协相关系数的变化.

表 3　协相关系数对期权定价的影响

相关系数 0 . 5 0 . 6 0 . 7 0 . 8 0 . 9

期权定价 2. 265 6 2. 171 4 2. 072 7 1. 967 9 1. 855 8

　　以上表格表明 ,计算结果正确地反映了标的资

产波动率、无风险利率、资产当期价格和成交价格及

资产间的协相关系数对期权定价的影响 ,基本符合

实际情况的.本文是在欧式期权 Black2Scholes模型

基础上讨论的 ,实际的金融模型要更复杂 ,今后我们

将进一步去研究.
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