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摘要$在混合边界条件下!研究了二维和三维放置通道内的定常不可压缩黏性流体所满足的

)KRD:CV4A6[:S方程的适定性问题!根据流体在进出口的能量流量的某种有界性假设!得到了旋转

)KRD:CV4A6[:S方程在混合边界条件下的解的先验估计!并运用压缩映射"不动点原理和紧性定理!
证明了其解的存在性"惟一性8
关键词$旋转)KRD:CV4A6[:S方程#混合边界#存在性#惟一性
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!!流体流经通道时通常满足混合边界条件&=!H’!而
当通道以一定的角速度绕固定轴旋转时!流体流动
满足的方程为旋转)KRD:CV4A6[:S方程!如叶轮机械
内部流体的流动等&!’8众所周知!对于 ODCDPI7:A边
界条件下的定常)KRD:CV4A6[:S方程!至少存在一个
解!并且在适当条件下解是惟一的&G’8当惟一性被破
坏时!可能出现多解现象而丧失稳定性&!’8但是!对
于混合边界条件下的)KRD:CV4A6[:S方程!由于不能
够控制边界上的能量流量!因此弱解的存在性尚未
得到完全解决8在忽略体积力作用的情况下!文献
&H’证明了当进出口压力适当小时!定常的 )KRD:CV
4A6[:S方程解存在8文献&$’中假设区域, 有界!)
在进出口满足某种条件!即假设存在某个小的正常
数6""6("-

*##!使得条件

7.=

A")(*#＿A*Y4(6"

#"*"!!")(*#＿%MK])"!)(** "=#
满足时!对于混合边界条件下的定常)KRD:CV4A6[:S
方程!证明了弱解的存在#
本文利用压缩映射+不动点原理以及紧性定理

的方法!证明了当外力足够小或者黏性-足够大时!
混合边界条件下的旋转 )KRD:CV4A6[:S方程弱解存
在#对于式"=#!本文证明了当*%#时!解仍然存在!
改进了文献&$’的结果!并且证明了解的惟一性#

=!旋转通道内的)KRD:CV4A6[:S方程

旋转通道内的定常不可压缩黏性流体在混合边

界条件下所满足的)KRD:CV4A6[:S方程定解问题为
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式中$,<*"!"%#%H#为有界区域%其边界=,%.">
.=%." 为通道固壁%.= 为进出口&$是通道旋转的角
速度&)是流体与旋转坐标系的相对速度&-为黏性
系数&0是压力&变形速率张量+!)#’应力张量%如
下
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!!引入记号C!1,#%(.%),D!1,#*H%.?."%"+%

C"!1,#%(.%),D!1,#*H%YDR.%"D@,%.?."%"+#

C!1,#在)E=!,#*H 和)<#!,#*H 中的闭包分别记为

F!,#和G!,#%C"!1,#在)E=!,#*H 和)<#!,#*H 中
的闭包分别记为F"!,#和 G"!,##双线性形式
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根据!$:)#")%"以及 c6C@不等式 @)@#= (

,=7,
H$’!)#H$’!)#Y,%不难得到引理##

引理>!设, 为 +DZSPIDÂ 连续区域%."<=,%且

.")B%那么存在一个正常数,=%使得

-,=@.@#= (7!.%.#!C.%F!,# !G#
引理A!存在正常数/%使得如下D@QVSJZ条件成立
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#!解的存在惟一性

本节主要讨论式!##解的存在惟一性#式!##解
的!B#问题是
求)%F"!,#%使得

7!)%.#57=!)%)%.#% ,0%.-!C.%F"!, +#
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!!令,4!)#%&-%,0%.-;7=!)%)%.#%则由 ‘f7Y:C
不等式和46;67:R嵌入定理 E=!,#

E
<!!,#%可以

推出@4!)#@A(@0@A5,#@)@#=%并且容易得
到如下引理!#
引理D!映射)$4!)#为F"$FL" 上的+DZSPIDÂ 连
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!!定义映射.$给定任一)%F"%求/%F"%使得

7!/%.#% ,4!)#%.-!C.%F" !>#
根据+K]VED7?CKM定理知上式存在惟一解/%它依
赖于)%记作/%.!)##式!>#确定了一个从F" 到

F" 的映射.%并且满足
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进一步可以证明%.也是+DZSPIDÂ 连续映射#
引理B!设,为有界区域%=,为+DZSPIDÂ 边界%则

.为F"$FL" 上的+DZSPIDÂ 连续映射
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故.为2$2上的压缩映射%.在2 上存在惟一不
动点/%.!/#%则/为式!<#的解#
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定理=表明!当定解数据,"-适当小!或者黏
性适当大时!式#<$在球2内存在惟一弱解!但是并
不能说明在球外不存在解!即不能保证式#<$解的惟
一性#
下面!对三线性项作 更 精 细 的 估 计!利 用
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所以我们证明了引理$#
引理N!设,<*"#"%#!H$为+DZSPIDÂ 连续区域!
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定理>!在引理$的条件下!式##$至少存在一个
解#
证明!设7"#)!.!/$%7#.!/$57=#)!.!/$!根据条
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性形式7"#)!.!/$满足强制性#
设()+)在F"#,$中弱收敛于)*)+F)!则有

()+)在F"#,$中有界#又由于F"#,$紧嵌入<##,$!
故()+)在<##,$强收敛于)#C.%C"#1,$!有
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因为()+)在F"#,$弱收敛于)!故当+$5D时!

7#)+;)!.$$"#由F"#,$紧嵌入<!#,$!可得()+)
在<!#,$中强收敛于)!又F" 紧嵌入<##.=$!故
()+)在<##.=$中强收敛于)!再根据 ‘f7Y:C不等
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F" 也成立!即映射)$#)!)!.$在F" 中是弱连续
的#因此!根据文献&G’中定理G#!#H知式##$的弱解
存在#
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附注@!根据区域的有界性知#<*!.="$<#!.="#

C*###故定理#的条件改为存在,"!6(!-#""#使

得7.=!)$*"*＿YK(,"!*D#"满足时也成立#改进
了文献%$&的结果#
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H!结!论

对于定常)KRD:CV4A6[:S方程解的惟一性#混合
边界条件和全ODCDPI7:A边界条件下有类似的结果#
只不过条件略有不同#前者包含了对边界数据的要
求8但是#解的存在性有比较大的差别#混合边界条
件下的)KRD:CV4A6[:S方程在比较苛刻的条件下才
能证明解的存在8
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