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伙伴选择问题正规解的存在性

李乃成,靖稳峰,徐宗本
(西安交通大学理学院,710049,西安)

摘要:基于虚拟企业管理中伙伴选择问题的整数规划模型,从理论上分析了它的性态,证明了其正规解的存
在性.在单位时间拖期罚款不小于投资利息的条件下,获得了最佳工期必是预定工期的结论.所得结果对
于该类问题的研究与求解以及制定工程拖期罚率提供了理论依据,对实际应用具有重要意义.
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Abstract:Basedonanintegerprogrammingmodelforpartnerselectionproblems(PSPs)invirtualenter-
prisemanagement,thepropertiesoftheproblemaretheoreticallyanalyzedandtheexistenceofnormalso-
lutionstothePSPsisproved.Itisshownthattheoptimalprojectspan-timemustbeidenticalwiththe
stipulatedprojectspan-timeundertheconditionthattheamountoftheprojectpostponementfineinunit
timeisnotlessthantheinterestofcapitalinvestment.Theresultingconclusionprovidesatheoreticalcri-
terionforthefurtherresearchesandthesolutionofPSPsandfordeterminingprojectpostponementfining
rate.Itisofsignificanceforrealapplication.
Keywords:mathematicalmodel;integerprogramming;partnerselection;virtualenterprise

  虚拟企业管理中的伙伴选择问题(简称为PSP)
是指在保证完成工程项目或任务的前提下,选择合
适的合作伙伴以使企业获得最大利润的运筹学问

题.它广泛出现于企业动态结盟、投招标分析、工程
项目管理等领域.
对于PSP问题的研究,近年来已引起国内外学

者的高度关注,并被公认为是敏捷制造和供应链管
理的热点课题[1],已有几位学者提出一些模型[2,3],
但现有研究的一个缺憾是没有有效解决该类问题正

规解的存在性.
本文针对文[4]提出的整数规划模型,从理论上

分析PSP的性态,严格证明了PSP正规解的存在
性.这一结果不仅为PSP问题的研究与求解奠定了
理论基础,而且也为投资人制定拖期罚款率提供了
理论依据.

1 伙伴选择问题的整数规划模型

对于一个由n个项目组成的工程(将这些项目
分别记为1,2,…,n),文[4]提出PSP问题的整数规
划模型如下

minZ(X,Y)=.
n
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C(X)

t=1
r(t)·

.
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k=1
.
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s.t.

xi1{xi1,xi2,…,ximi} i=1,2,…,n

yi+xi≤yk 5(i,k)1H
Si(X)≤yi≤ASi(X) i=1,2,…,
;
<

= n
(1)

式中:X=(x1,x2,…,xn)表示工期变量或称为一个
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选择策略,分量xi表示项目i的工期,它取值于由
项目i的mi个应标人的报价所构成的离散数据集
{xi1,xi2,…,ximi};Y=(y1,y2,…,yn)表示开工时间
变量,分量yi表示在选择策略X 下项目i的开工时
间;Si(X)、ASi(X)表示在选择策略X下,项目i允许
的最早与最晚开工时间;C(X)和D表示在选择策
略X 下工程的实际完成工期和由合同规定的工期;
e(k)表示时刻k所获得的投资额;r(t)表示t时刻银
行的借贷利率;0(t)表示合同所规定的工程拖期t
单位时间的罚款率;H 表示项目的所有衔接关系的
集合,若项目i是项目k的紧前工序(即项目k只能
在项目i完成后开工),则以二元关系(i,k)1H 表
示,在事先标定项目时假定已使得i<k对任何(i,
k)1H成立.

fi(xi)表示项目i的费用,盟主对项目的付款
方式是开工时付+fi(xi),项目完工时再付剩余的
(1-+)fi(xi),则在时刻t,盟主对项目i的支出费
用为

Afi(t,xi,yi)=
+fi(xi) t=yi
(1-+)fi(xi)t=yi+xi

0
;
<

= 其他

.
t

k=1
.
n

i=1

Afi(t,xi,yi)和.
t

k=1
e(k)分别表示到时刻t为

止,盟主向承包商支付的项目费用总数和盟主收到

的投资额总数,记号A+=
A A>0
0 A≤{ 0

.工程的总费

用Z(X,Y)中的3项分别表示项目的费用、支付银
行的利息和工程拖期罚款.

2 伙伴选择问题正规解的存在性
作为组合优化问题,PSP问题的全局最优解总

是存在的,记它的全局最优解为
(X4,Y4,C4)

其中:X4=(x41,x42,…,x4n ),x4i 1{xi1,xi2,…,
ximi}表示项目i的最佳工期(由此产生对应的承包
人,如x4i =xi2,即候选人2为最佳候选人);Y4=
(y41,y42,…,y4n),y4i 1[Si(X4),ASi(X4)]为项目i
的最佳开工时间;C4是最佳工程工期.
在通常情况下,对于PSP问题,总有C4=D,

即最佳工期必是预定工期,具有这一特征的解称为
PSP的一个正规解.下面,定理给出PSP问题正规
解的存在性.

定理 令E=.
D

t=1
e(t)为工程总投资,假定工期延

长一个单位时间所引起的项目报价差异相对于项目

总费用是很小的,04表示工程延期盟主所遭受的最
低单位时间罚款率,r4表示最高贷款利率,则当

04 ≥r4E (2)
时,PSP问题一定存在正规解.
式(2)可解释为单位时间拖期罚款不小于总投

资的利息.在这一条件下,上述定理指出:PSP问题
的最佳工期即是预先规定的合同工期.
为了证明定理,考虑式(1)中的目标函数Z(X,

Y).由于C表示由选择策略(X,Y)决定的工期,
Z(X,Y)也可以认为是工期C的函数,故也写作

Z(C)=Z(C(X,Y))=.
n

i=1
fi(xi)+.

C

t=1
r(t)·

.
t

k=1
.
n

i=1

Afi(k,xi,yi)-.
t

k=1
e(k[ ])+

+0([C-

D]+)[C-D]+ (3)
为证定理,先证明下述引理.
引理 在定理条件下,函数Z(C)具有以下特征:①
Z(C1)>Z(C2),5C1<C2≤D;②Z(C1)<Z(C2),

5D≤C1<C2.从而,Z(C)在D处取得惟一全局极
小.
证明 由于C取值于离散集,不妨设C2=C1+1.假
定C1=C(X4,Y4),C2=C(BX,AY),BX=(Ax1,Ax2,…,
Axn),AY=(Cy1,Cy2,…,Cyn).由于C2=C1+1,故对某一
个项目(例如项目i0)的工期由原策略的x4i0改变到
x4i0+1(即滞后了一个单位时间,由此可能引起候选
人的变更),而其他项目工期不变.这时

Axi=x4i  (i8i0) Axi0 =x
4
i0+1

Cyk=y4k +1 ((i0,k)1H) Cyi=y4i (其他
>
’

()
(4)

由于项目i0的承包人可能变化,因此项目i0的报价
也相应降低(一般地,承诺工期长的候选人报价低).
当工期从x4i0变为Axi0=x

4
i0+1时,由此引起的工程

报价差额为

)Afi0 =Afi0(x
4
i0
)-Afi0(x

4
i0+1)≥0

  为了分析差额)Z(C1)=Z(C1)-Z(C2),注意

到式(3)中的第1项.
n

i=1
fi(xi)表示在选择策略X

下盟主所承担的项目总费用,记这个总费用为
F(C),则

)F(C1)DD
Δ
F(C1)-F(C2)=)Afi0

而在Z(C)的第2项中

AF(t,C)DD
Δ
.
t

k=1
.
n

i=1

Afi(k,xi,yi)
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表示盟主到t时刻对所有项目的支出总和,所以

)Z(C1)=Z(C1)-Z(C2)=ΔF(C1)+

.
C1

t=1
r(t)AF(t,C1)-.

t

k=1
e(k[ ])+{ -

.
C1+1

t=1
r(t)AF(t,C2)-.

t

k=1
e(k ])[ }+ +

{0([C1-D]+)[C1-D]+-0([C1+
1-D]+)[C1+1-D]+}

分别记上式右端第2大项、第3大项为)B1(C1)、

)B2(C1),则有

)Z(C1)=)F(C1)+)B1(C1)+)B2(C1) 
(5)

以下估计)B1(C1).记

t0=y4i0+x
4
i0

式中:t0是在选择策略(X4,Y4)下项目i0的完工时
间.显然,在时刻t0以前开工的项目及与项目i0无
关的项目都按原计划完工,且不改变盟主支付项目
的费用,将这些项目的指标集记为I:{1,2,…,n}.
涉及选择策略由(X4,Y4)变为(BX,AY)而引起滞后
一个单位时间完工的项目只包括项目i0及其紧后
项目(即满足使(i0,k)1H 的所有项目k).这部分
项目影响到开工时间及盟主支付项目费用的时间,
将其指标集记为J,但J中不包含i0.由于项目i0较
策略(X4,Y4)滞后一个单位时间完工,所以其他受
策略变更的紧后项目k不引起拖工(只是相对开工
时间y4k 拖后一个单位时间,即Cyk=y4k +1).所以,
就盟主对项目的支付而言,显然

Afi(t,x4i ,y4i )=Afi(t,Axi,Cyi) 5i1I (6)
Afi(t,x4i ,y4i )=Afi(t+1,Axi,Cyi) 5i1J(7)

Afi0(t,x
4
i0
,y4i0)=

+fi0(x
4
i0
) t=y4i0

(1-+)fi0(x
4
i0
)t=y4i0+x

4
i0

0

;
<

= 其他

(8)
Afi0(t,Axi0,Cyi0)=

+fi0(x
4
i0+1) t=y4i0

(1-+)fi0(x
4
i0+1)t=y

4
i0+x

4
i0+1

0

;
<

= 其他

(9)

  根据以上分析可得

)B1(C1)=.
C1

t=1
r(t)AF(t,C1)-.

t

k=1
e(k[ ])+

-

.
C1+1

t=1
r(t)AF(t,C2)-.

t

k=1
e(k[ ])+

=

.
t0-1

t=1
r(t){[Y(t,C2)+ΔAF(t,C1)]+-

[Y(t,C2)]+}+.
C1

t=t0

r(t)AF(t,C1)-.
t

k=1
e(k[ ])+

-

.
C1+1

t=t0

r(t)AF(t,C2)-.
t

k=1
e(k[ ])+ (10)

式中

Y(t,C2)=AF(t,C2)-.
t

k=1
e(k) (11)

)AF(t,C1)=AF(t,C1)-AF(t,C2) (12)
显然,在项目i0开工前(即t<y4i0),恒有)AF(t,C1)
=0,而在项目i0开工后和完工前(即t1[y4i0,t0-
1]),恒有

)AF(t,C1)=+)Afi0 =+)F(C1)
而对任何t>t0,显然有

AF(t+1,C2)=AF(t,C1)-)F(C1)
记

Y1(t,C1)=AF(t,C1)-.
t

k=1
e(k) (13)

  为了简化讨论,以下假设银行贷款利率r(t)与
工期拖期单位时间罚款率0(t)不随时间改变,将它
们分别记为r4和04,于是根据式(5)、式(10)5式
(13)可得

)Z(C1)=)F(C1)-r4[Y(t0,C2)]++

r4.
t0-1

t=y4i0

{[Y(t,C2)++)F(C1)]+-[Y(t,C2)]+}+

r4.
C1

t=t0

{[Y1(t,C1)]+-[Y1(t,C1)-

)F(C1)-e(t+1)]+}+04{[C1-D]+-
[C1+1-D]+} (14)

情形1 C1<C2≤D,此时[C1-D]+=[C1+1-
D]+=0.注意到,对任何A≥B,有

[A]+-[B]+=
A-B B≥0
A A≥0>B
0 0>A≥

;
<

= B
(15)

从而,根据式(14)有
(1)当[Y(t0,C2)]+=0时,直接有)Z(C1)>0;
(2)当[Y(t0,C2)]+>0时,有

)Z(C1)=)F(C1)-r4Y(t0,C2)+

r4.
t0-1

t=y4i0

[+)F(C1)]+r4.
C1

t=t0

{[Y1(t,C1)]+-

[Y1(t,C1)-)F(C1)-e(t+1)]+}>
)F(C1)-r4Y(t0,C2)+r4x4i0[+)F(C1)]+
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r4.
C1

t=t0

{[Y1(t,C1)]+-[Y1(t,C1)-e(t+1)]+}

(16)
注意到Y1(t0,C1)>Y(t0,C2),而且必然存在t41
{t0,t1,…,C1},使[Y1(t4,C1)-e(t4+1)]+=0(例
如,t4=C1,即工程完工时,总花费不会高于工程投
资总额).假定t4≥t0是这样的最小指标,以使对任
何t1[t0,t4],有Y1(t,C1)-e(t+1)>0.这样,由
上式推出

)Z(C1)>)F(C1)+r4x4i0[+)F(C1)]-

r4Y1(t0,C1)+r4.
t4-1

t=t0

e(t+1)+

r4[Y1(t4,C1)]+=)F(C1)+
r4x4i0[+)F(C1)]-r

4Y1(t4,C1)+
r4[AF(t4,C1)-AF(t0,C1)]+
r4[Y1(t4,C1)]+>0

这说明当C1<C2≤D时,Z(C)是单调递减函数.
情形2 D≤C1<C2,由式(15)知以下不等式成立:

①[A]+ -[B]+≤A-B,5A≥B;②-[A]+≤
-A.于是,由式(14)直接推得

)Z(C1)≤)F(C1)-r4Y(t0,C2)+

r4x4i0[+)F(C1)]+r
4.
C1

t=t0
)F(C1)+

r4.
C1

t=t0

e(t+1)-04 <)F(C1)-

r4AF(t0,C2)+r4.
C1+1

t=1
e(t)+

r4(C1-y4i0+1))F(C1)-0
4 =r4E-04-

r4 AF(t0,C1)-fi0(x
4
i0
)++fi0(x

4
i0+1)[ -

C1-y4i0+1+
1
r( )4 )F(C1)]

注意到,)F(C1)代表工期延长一个单位时间为盟主
所带来的额外获益,根据定理假设,这个获益相对于
工程的总费用(或项目本身的总费用)是很小的.因
而,总可以假定

AF(t0,C1)-fi0(x
4
i0
)++fi0(x

4
i0+1)-

C1+y4i0+1+
1
r( )4 )F(C1)>0

于是有

)Z(C1)≤r4E-04

依式(2),)Z(C1)≤0,即当D≤C1<C2时,Z(C)对
C是单调递增函数,引理证毕.
由引理立即可证定理结论.

定理的证明 设(X4,Y4,C4)表示PSP问题的最
优解,如果C48D,则不妨设C4>D,于是由引理
(令C4=C2,D=C1),则有

Z(C4)>Z(D)
这推出(X4,Y4,C4)不是最优解,与假设矛盾.若
C4<D,同样得到矛盾,这说明必有C4=D.

3 结 论
(1)在PSP模型中,可直接取C(X)=D来求

解,从而可取掉模型中目标函数所包含的工期变量.
在这种情况下,应增加相应项目的工期之和等于D
的约束条件.

(2)定理说明:在工程拖期单位时间罚款额04

≥r4E的条件下,盟主遵循约定的工期作为挑选伙
伴的依据是最佳的赢利原则.对于投资者而言,为了
保证工程工期和投资方利益,工程拖期单位时间罚
款额不应小于r4E(否则有可能造成中标人有意拖
长工期).

(3)由于所有有效候选人的项目报价和工期是
可排序的(一般地,承诺工期长者报价低,工期较短
者报价高),故从盟主的角度,希望挑选“工期长些、
报价低些”的伙伴以降低整个工程总费用.定理指
出:如果单位时间拖期罚款额04≥r4E,则这一“拖
长工期以降低费用”策略是不可取的.
显然,本文结论对PSP的进一步分析与求解同

样具有重要的意义.
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