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关于终值微分方程的解

朱传喜,叶梅燕,郭 玲
(南昌大学数学系,330047,南昌)

摘要:为了解决满足一个微分方程且已知终值物体运动轨迹的存在性的问题,首先证明了一个重要定理,即
在一定条件下,定义于实Banach空间E中的凝聚算子在E的某个闭球中有不动点,其次研究了一类终值微
分方程的解.
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OnSolutionsofTerminalValueDifferentialEquations
ZhuChuanxi,YeMeiyan,GuoLing

(DepartmentofMathematics,NanchangUniversity,Nanchang330047,China)

Abstract:Toresolvetheexistenceofamovedobjectlocusgovernedbyadifferentialequationwitha
knownterminalvalue,thetheorem,thatundercertainconditionsthecondensingoperatordefinedinreal
BanachspaceEhasafixedpointinaclosedsphereofE,isproved;thusthesolutionsofakindofterminal
valuedifferentialequationsareinvestigated.
Keywords:condensingoperator;fixedpoint;terminalvaluedifferentialequation

  微分方程初值问题在物理中的应用非常广泛,
但是对于满足一个微分方程且已知末端值的物体

(导弹/飞机)运动轨迹是否存在这个问题的解决是
非常重要的.由于微分方程终值问题存在一定的难
度,过去研究的人比较少,本文主要研究该问题的理
论基础和应用.
设E1、E2 是两个实Banach空间,D:E1,又

设A:D2E2是一个连续的有界算子.一个算子A
称为D 上的凝聚算子,如果对任何非紧的有界集
S:D,满足+[A(S)]<+(S),其中+表示非紧性测
度[1#5].C1[a,b]表示从定义域[a,b]到值域[a,b]上
具有一阶连续导函数的全体所成集合.
在上述物理问题或信息科学理论中得到了一类

终值微分方程如下

dx
dt=f

(t,x) x1Rn,t1[a,b]

x(b)=x
;
<

= 1

  为了解决上述满足一个微分方程且已知末端值
的物体(导弹/飞机)运动轨迹是否存在的问题,我们
研究该类终值微分方程,首先证明下面的定理.
定理1 设A:E2E是一个凝聚算子,且E是一个
实Banach空间,如果集合{x/x1E,x=(Ax,0<
(<1}是有界的,则A在E的闭球T中必有不动点,
这里T={x/x1E,6x6≤R},R=sup{6x6/x=
(Ax,0<(< }1 .

证明 令TK= x/x1E,6x6<R+1{ }K .假设A

在0TK 上没有不动点(否则存在xK10TK,使得
xK=AxK,定理已经获证).
令ht(x)=x-tAx,于是在0TK 上,6x6=

R+1K
,5x10TK,即在0TK 上,x8(Ax,(1(0,1).

由R的定义,3>ht(0TK),50≤t≤1,否则,3=x-
tAx,5x10TK,t1[0,1].若t=0,则x=3,矛盾于
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310TK.若t=1,则有3=x-Ax,5x10TK,即
Ax=x,矛盾于上面的假设(A在0TK 上没有不动
点).因此,x=tAx,t1(0,1),5x10TK.由R的
定义,在0TK 上,x8tAx,t1(0,1),矛盾.
于是,根据凝聚算子拓扑度的同伦不变性可知
deg(I-A,TK,3)=deg(h1,TK,3)=
deg(h0,TK,3)=deg(I,TK,3)=180

因此,由凝聚算子拓扑度的可解性可知,存在x41
TK,使得(I-A)x4=0,即Ax4=x4,即A在TK
中具有不动点.
综上所述,在任何情形下,A在TK 中都有不动

点xK,即

xK =AxK (K=1,2,3,…),xK 1TK (1)
令S={x1,x2,…,xK,…},AS={Ax1,Ax2,…,
AxK,…}.由式(1)可知S=AS.根据A的凝聚性
可知+(S)=0(其中+为非紧性测度),否则,+(S)=
+(AS)<+(S),矛盾.由+(S)=0可知S为紧集.于
是,在S中,存在子列xKi,使AxKi2x

41E,于是

xKi=AxKi2x
4.由6xK6≤R+1K

得6x46≤R.

根据A的连续性,得x4=Ax4.
注1 与定理1相关的不动点问题参见文献[6#12]
定理2 考察常微分方程的终值问题

(H1)
dx
dt=f

(t,x) x1Rn,t1[a,b]

x(b)=x
;
<

= 1

若f:[a,b]×Rn2Rn连续,并且满足

6f(t,x)6≤M(1+6x6)

5t1[a,b],x1Rn

其中M是某正数,则问题(H1)必具有属于C1[a,b]
的解x(t),满足

6x(t)6≤[6x16+M(b-a)]eM(b-a)

5t1[a,b]
证明 显然,问题(H1)属于C1[a,b]的解等价于积

分方程x(t)=x1-?
b

t
f(s,x(s))ds的连续解,亦即

算子Ax(t)=x1-?
b

t
f(s,x(s))ds在连续函数空间

Cn[a,b]={x(t)|x(·):[a,b]2Rn连续}中的不
动点(注意,Cn[a,b]是 Banach空间,其中范数

6x6=max
a≤t≤b

6x(t)6).易知,A:Cn[a,b]2Cn[a,

b]是凝聚的.
我们证明

x(t)1Cn[a,b],x(t)=(Ax(t)
0<(<1@6x6≤M1

其中M1=[6x16+M(b-a)]eM(b-a).设x(t)1
Cn[a,b]满足x(t)=(Ax(t),0<(<1,于是由已知
条件6f(t,x)6≤M(1j6x6),5t1[a,b],x1
Rn,可知

6x(t)6=6(Ax(t)6≤6Ax(t)6≤

6x16+?
b

t
6f(s,x(s))6ds≤

6x16+M?
b

t
(1+6x(s)6)ds≤

6x16+M(b-a)+M?
b

t
6x(s)6ds (2)

令

4(t)=6x16+M(b-a)+M?
b

t
6x(s)6ds

由式(2)可知6x(t)6≤4(t).又显然

4'(t)=-M6x(t)6≥-M4(t)
即

4'(t)+M4(t)>0
即

4'(t)eMt+M4(t)eMt>0
即

[4(t)eMt]'t>0,5t1[a,b]
故4(t)eMt是一个增函数,4(t)eMt≤4(b)eMb,a≤
t≤b.所以

6x(t)6≤4(t)≤4(b)eM
(b-t)≤4(b)eM

(b-a)=
[6x16+M(b-a)]eM(b-a)=M1

即6x6≤M1成立,其中

M1=[6x16+M(b-a)]eM(b-a)

即

6x6=max
a≤t≤b

6x(t)6≤M1
显然M1有界.从定理1可知,A在Cn[a,b]中有一
个不动点.
因此,终值微分方程问题(H1)有一个解x1

C1[a,b]满足6x(t)6≤[6x16+M(b-a)]·

eM(b-a),5t1[a,b].
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