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多时滞不确定系统的非脆弱H-鲁棒控制

李钢生, 屈百达,黄 俊
(江南大学控制科学与工程研究中心,214122,无锡)

摘要:针对一类复杂的多时滞不确定系统,在控制器增益存在加性和乘性两种摄动形式时,分别设计了非脆
弱HZ鲁棒控制器,利用构造的Lyapunov函数和线性矩阵不等式,证明并给出了非脆弱HZ鲁棒控制问题

有解的充分条件.所设计的控制器使系统具有鲁棒性,能满足所给HZ范数指标,而且当控制器增益参数变
化时,系统性能指标同样能够满足要求.该系统对环境参数的变化具有更好的适应能力.算例仿真结果表
明,系统对不确定参数变化及控制器增益摄动都具有鲁棒性,对大幅度的干扰波动具有很强的抗扰动能力.
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Non-FragileH∞RobustControlforUncertainSystemswithMultipleTimeDelay
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Abstract:Thenon-fragileHZrobustcontrollerwasdesignedforaclassofcomplexuncertainsystemswith
multipledelaytimeunderadditiveandmultiplicativeperturbationsofcontrollergain.Asufficientcondition
forthesolvabilityofthenon-fragileHZrobustcontrolproblemwasprovedandpresentedbyaproperLya-
punovfunctionandlinearmatrixinequalities.Thesystemsunderactionofthegivencontrollerarerobust
andsatisfyHZperformance,moreover,alsosatisfyproperperformancewhencontrollerchanges,andthus
havebetteradaptabilityagainstvarietyoftheenvironmentparameters.Simulationresultsillustratethat
thesystemsarerobusttoboththeuncertaintyofparametersandperturbationsofcontrollergain,mean-
while,havetheabilitytoattenuatethelargescopedisturbance.
Keywords:multipletimedelay;uncertainsystem;non-fragile;HZro\ustcontrol;linearmatrixine- 
     ]ualities.

  当前,对时滞问题的研究已取得了许多进
展[1,2],利用现有结论能够设计出使系统鲁棒稳定,
且满足相应指标的控制器.但是,由于A/D、D/A的
转换精度以及计算时的舍入误差等原因,控制器的
参数存在一定变化,造成系统不稳定,性能下降[3],
这样的控制器是脆弱的[4].控制器的设计不仅要使
系统是鲁棒稳定的,而且本身还应该是非脆弱的.文
献[3-5]利用二次稳定理论和线性矩阵不等式
(LMI),分别研究了一类单时滞系统的非脆弱鲁棒
HZ控制问题,而关于多时滞不确定系统的非脆弱

鲁棒HZ控制问题,还未见相关报导.
本文针对一类多时滞不确定系统,考虑控制器

存在摄动时的非脆弱HZ鲁棒控制问题,在控制器
存在加性和乘性两种形式的摄动时,分别设计了相
应的非脆弱HZ鲁棒控制器,所得结果以线性矩阵
不等式的形式给出.

1 问题的描述

考虑如下形式的多时滞不确定系统
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式中:x(t)∈Rn是系统的状态变量;u(t)∈Rm 是控
制输入;1(t)∈R]是被控输出;0(t)∈Rp2[0,Z)是
干扰输入;.j(j=0,1,…,K)、/1、/2、C是已知的适
当维数矩阵;dj(j=1,…,K)是给定的时滞常数;

"(t)是连续的初始向量函数;d=max(d1,…,dK);

%.j(j=0,…,K)是不确定矩阵,满足%.=2j·

3j(x,t)4j(j=0,1,…,K),其中2j、4j是已知的适
当维数的矩阵,3j是Lebesgue可测且有界的矩阵,
满足3Tj3j≤5.
考虑如下形式的状态反馈控制器

u(t)=(6N%6)x(t) (2)
式中:6表示控制器增益;%6表示增益的摄动.本
文考虑如下两种形式的摄动.

(1)加法式摄动

%6=H13KG1,3TK3K ≤5 (3)

  (2)乘法式摄动

%6=H23KG2K,3TK3K ≤5 (4)
式中:H1、H2、G1 和G2 是具有适当维数的常数矩
阵;3K 是未知的扰动矩阵.
本文的目的是设计满足系统式(1)的、形如式

(2)的控制器,使得如下闭环系统满足鲁棒稳定性和

51(t)52<250(t)52.
  闭环系统为

x·(t)=>.Kx(t)NΣ
K

j=1

>.jx(tPdj)N/10(t)

1(t)=Cx(t)
x(t)="(t),t∈[Pd,0

;

<

=]
(5)

式中:>.K =.0N%.0(t)N/2(6N%6);>.j=.jN
%.j.
引理1 给定矩阵.、2、4及满足3T3≤5的矩阵
3,则有:

(1)对任意的标量常数3>0
234N4T3T2T≤3P122TN34T4 (6)

  (2)对任意的矩阵7>0及标量3>0,满足7P
322T>0

(.N234)T7P1(.N234)≤
.T(7P322T)P1.N3P14T4 (7)

2 鲁棒及HZ性能分析

定理1 给定实数2>0,则系统式(5)是鲁棒稳定
的,且51(t)52≤250(t)52,如果存在正定对称矩
阵7,矩阵8j、9j(j=1,…,K),使得以下LMI成立

:1 ;1 ;2
;T1 P<1 0
;T2 0 P<

?

@

A

B2
<0 (8)

式中

:1=>.TK7N7>.KNΣ
K

j=1
8jNΣ

K

j=1
dj9jNCTC

<1=diag(81,…,8K), <2=2P25
;1= 7>.1 … 7>.[ ]K ,;2=7/1

证明 首先分析鲁棒稳定性.令0=0,构造如下的
Lyapunov函数

^(x,t)=xT7xNΣ
K

j=1∫
t

tPdj
xT(s)8jx(s)dsN

Σ
K

j=1∫
0

Pdj∫
t

tNβ
xT(α)9jx(α)dαdβ

则有

^
·(x,t)=x·T7xNxT7x·NΣ

K

j=1
xT8jxP

Σ
K

j=1
xT(tPdj)8jx(tPdj)N

Σ
K

j=
(

1
djxT9jxP∫

t

tPdj
xT(β)9jx(β)d)β =

CxT1S1Cx1P∫
t

tPdj
xT(β)9jx(β)dβ≤CxT1S1Cx1 (9)

式中

CxT1 = xT(t)xT(tPd1) … xT(tPdK[ ])

S1=
:0 ;1
P;T1 P<[ ]

1

其中

:0=.TK7N7.KNΣ
K

j=1
8jNΣ

K

j=1
dj9j

利用schur补的性质,由式(8)可得,S1≤0,即^
·
≤

0,因此闭环系统(5)是鲁棒稳定的.
下面分析其HZ范数指标.在0初始条件下,考

虑

[=∫
t

0
(1T1P2P20T0)dt

则对任意非0的外部扰动0∈R2[0,Z),利用Lya-
punov泛函和0初始条件,可以导出

[=∫
4

0
(1T1P2P20T0N^

·(x))dtP=(x)≤
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∫
4

0
(1T1P2P20T0N=

·(x))dt=∫
t

0
CxTSCxdt

式中

CxT= xT(t)xT(tPd1) … xT(tPdK)0T(t[ ])

S=
:1 ;1 ;2
;T1 P<1 0
;T2 0 P<

?

@

A

B2
由定理条件式(8)知,有[≤0,即

∫
4

0
1T1dt<22∫

4

0
0T0dt<22∫

Z

0
0T0dt

定理得证.

3 非脆弱HZ鲁棒控制律设计

以下定理给出系统式(1)非脆弱HZ鲁棒控制

有解的条件及带有摄动的控制器的设计方法.
定理2 对系统式(1)及控制器式(2),控制器增益
具有式(3)形式的摄动,给定标量2>0,则系统是鲁
棒稳定的,且51(t)52≤250(t)52,如果存在正定
对称矩阵>,矩阵?、8j、=j(j=1,…,K)以及标量

3j(j=0,1,…,K)、3Δ,使得以下LMI成立
: ;
;T P[ ]< <0 (10)

且不等式(10)有解时,一个所求的控制器为

u(t)=[6N%6]x(t),6=?>P1

式中

:=.0>N/2?N(.0>N/2?)TN
3Δ/2H1HT1/T2N30202T0
;= ;1 … ;[ ]8
<=diag(<1,…,<8)

;1= 21 … 2[ ]K ,;2= .1 … .[ ]K
;3=>4T0,;4=>GT1,;5=>CT

;6=/1,;7=[> …
DE F>
K

]

;8=[> …
DE F>
K

],<1=diag(315,…,3K5)

<2=diag((81P314T141),…,(8KP3K4TK4K))
<3=305,<4=3Δ5
<5=5,<6=2P25
<7=diag(81,…,8K)

<8=diag 1d1=1
,…,1
dK=( )K

证明 由定理1知系统(5)稳定,且满足HZ指标

的条件是式(8)成立.根据Schur补的性质,式(8)等
价于下式成立

:2N(%.0N/2%6)T7N7(%.0N/2%6)N

Σ
K

j=1
7(.jN%.j)8P1j (.jN%.j)T7<0 (11)

式中

:2=(.0N/6)T7N7(.0N/6)N

Σ
K

j=1
8jNΣ

K

j=1
dj9jN2P27/1/T17NCTC

由引理1可知式(11)成立,即下式成立

:3N3P10 4T040N3P1ΔGT1G1N

Σ
K

j=1
(7.j(8jP3j4Tj4j)P1.Tj7N

3P1j 72j2Tj7)N2P27/1/T17<0 (12)
式中

:3=(.0N/6)T7N7(.0N/6)N

Σ
K

j=1
8jNΣ

K

j=1
dj9jN307202T07N

3Δ7/H1HT1/T7NCTC
根据Schur补的性质,式(12)等价于下式成立

>: G;
G;T P-[ ]I <0 (13)

式中

   >:=(.0N/6)T7N7(.0N/6)N

    Σ
K

j=1
8jNΣ

K

j=1
dj9jN307202T07N

      3Δ7/H1HT1/T7
G; = G;1 … G;[ ]5 ,-<=diag(-<1,…,-<5)
G;1= 721 … 72[ ]K ,G;3=4T0
G;2= 7.1 … 7.[ ]K ,G;4=GT1
G;5=CT, -<1=diag(315,…,3K5)
-<2=diag((81P314T141),…,(8KP3K4TK4K))
-<3=305,-<4=3Δ5,-<5=5
将式(13)两边同乘diag(7P1,5,…,5),令>=7P1,

?=6>,=j=9P1j ,利用Schur补的性质即可得式
(10)成立.定理得证.
定理3 对系统式(1)及控制器式(2),控制器增益
具有式(4)形式的摄动,给定标量2>0,则系统是鲁
棒稳定的,且51(t)52<250(t)52,如果存在正定
对称矩阵>,矩阵?、8j、=j(j=1,…,K)及标量3j
(j=0,1,…,K)、3Δ使得以下LMI成立

︵ ︵: ;
︵;T ︵[ ]< <0 (14)

且不等式(14)有解时,一个所求的控制器为

u(t)=[6N%6]x(t),6=?>P1

式中

︵:=.0>N/2?N(.0>N/2?)TN
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3Δ/2H2HT2/T2N30202T0
︵;= ;1 ;2 ;3 ︵;4 ;5 ;6 ;7 ;[ ]8

︵<=diag(<1,…,<8),︵;4=(G2?)T

证明 该定理的证明与定理2的证明类似,在此省
略.

4 算 例
考虑系统式(1),其参数如下

.0=
0.3 0.6?

@

A

B0.8 0.4
, .1=

0.7 0.4?

@

A

B0.6 0.3

/1=
1.5?

@

A

B0.8
, .2=

0.9 1.5?

@

A

B0.6 0.3

.3=
0.4 0.8?

@

A

B0.5 0.2
, /1=

0.6?

@

A

B0.3

C= [ ]1.3 0.4 , 40= [ ]0.3 0.3

20=
1.0?

@

A

B0.8
, 21=

0.6?

@

A

B0.8

22=
0.5?

@

A

B0.3
, 23=

0.4?

@

A

B0.6

41= [ ]0.3 0.2 , 42= [ ]0.1 0.1

43= [ ]0.2 0.4 ,取d1=0.5,d2=0.3

30=31=32=33=0.2sint,d3=0.4

  (1)当控制器增益具有加性摄动时,取

H=[ ]1 1 , G=
1 1[ ]1 1

, 3K=0.2sint

利用LMI工具箱求解式(10),得到一个所求的
控制器 u(t)= [6NΔ6]x(t),其中 6=
P26.50 P[ ]18.36 ,其响应曲线如图1所示.
(2)当控制器增益具有乘性摄动时,取

H= [ ]0.2 0.5 , G=
0.1[ ]0.3

, 3K =0.2sint

利用LMI工具箱求解式(14),得到一个所求的控制
器 u (t)= [6 N Δ6]x (t),其 中 6 =
P33.83 P[ ]15.50 ,其响应曲线如图2所示.

    (a)干扰输入      (b)状态x1、x2
图1 加性摄动时的响应曲线

   (a)干扰输入      (b)控制输出
图2 乘性摄动时的响应曲线

    仿真结果表明,设计的控制律对系统的不确定
参数及控制器增益摄动都具有鲁棒性,对大幅度扰
动有很好的抑制能力.
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