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关于占线广播调度问题的一个下界

徐寅峰,郑斐峰
(西安交通大学管理学院,710049,西安)

摘要:通过研究带有时限的占线广播调度问题及其贪婪算法竞争比为5、确定性算法的竞争比下界为2.59,
来剖析所有请求均为紧时限的特殊情形,并运用最坏情形分析法分析得出,在任意一个连续中断的序列中最
大中断比具有逐渐减小的变化特征,进而证明了在所有可能的两类连续中断序列中都不可能存在竞争比小
于4的确定性算法.由此得出,当请求均为紧时限时,竞争比下界为4.由于紧时限是任意时限的一个特例,
从而得出请求为任意时限时的竞争比下界至少为4的结论.
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OnLowerBoundofOn-LineBroadcastSchedulingProblem
XuYinfeng,ZhengFeifeng

(SchoolofManagement,Xi'anJiaotongUniversity,Xi'an710049,China)

Abstract:Throughstudyingofon-linebroadcastschedulingproblemwithdeadlinesandwithcompetitive
ratioanditslowerboundtobe5and2.59bygreedyanddeterministicalgorithmrespectively,aspecial
casethatallrequestshavetightdeadlineswasanalyzed.Byanalyzingtheworstcase,itwasobtainedthat
thesequenceofmaximalabortionratiohastraitswhicharedecreasinggraduallyinacontinuousabortion
sequence.Thenitisshownthatthereisnodeterministicalgorithm,inwhichthecompetitiveratioisless
than4inallpossibletwokindsofabortionsequences.Henceitisconcludedthatforthespecialcaseabove
thelowerboundofcompetitiveratiois4,anditleadstothatforgeneralcaseofarbitrarydeadlinethelower
boundofcompetitiveratioisatleast4.
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  随着网络、电子等技术的发展,广播调度在许多
应用领域中发挥着重要的作用.广播调度主要分为
两大类:第1类是推动式调度,即单向的信息服务方
式,例如GPS系统、各类综合信息服务系统等;第2
类是拉动式调度[1,2],其主要特征是服务方根据需
求方的请求特征实时地调整广播的信息内容,从而
使广播服务于更多的客户,或者使重要的信息得以
及时传达.在实际中,请求往往具有很强的实时性,
因而带有请求时限的占线拉动式广播调度显得更为

重要[3,4].Kim等人分析了数据均为单位长度、请求
随时到达、广播可随时中断与重启的模型[5],并得出

目标函数能最大满足请求的总数量.Chan等人证明
了文献[5]中贪婪算法的竞争比为5,并证明了此问
题的下界是2.59[6].
本文的主要工作是,证明了文献[5]的模型具有

确定性算法,其竞争比下界为4,特别是当所有请求
均为紧时限时的竞争比下界为4.

1 问题描述与基本定义
本文讨论的问题与文献[5]相同,即在服务器数

据库中所有数据均为单位长度,客户请求随时到达
且广播可随时中断,同时假定所有请求均是紧时限
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的.
根据紧时限的假设,如果某条数据被完整广播,

则在广播启动的那一刻,对该数据的所有请求均可
满足;如果广播被中断,则不能满足当前的所有请
求.问题是,服务器何时广播哪一条数据或判定是否
中断广播,使得在一个时间段内能够满足客户的请
求数量为最多.
占线算法的性能一般用竞争比来衡量,该竞争

比定义如下:对于收益最大化问题,设S为该问题
的所有可能的输入,B为某一占线算法,P为该问题
的离线最优算法,并用|Bs|、|Ps|分别表示对于某一
种输入s(s∈S)的2种算法的收益值,则竞争比

r=sup
s∈S
{|Ps|/|Bs|}

即取所有输入中离线最优算法与占线算法收益之比

的最大值.
占线问题中的确定性算法是指算法每次均以1

的概率采取某一行动,比如在本文中确定性算法在
任意时刻以1的概率广播某条数据或中断某次广
播.对于占线广播调度问题的任意确定性算法A,必
须利用中断功能它才可能是竞争性的.因为,对某条
数据当新到的请求数量是当前服务请求数量的x
倍时,若A不中断当前广播,P将选择中断并开始
为新到的请求提供服务(此后不再有新到的请求),
则P所满足的请求数量等于A的x倍.由于x可以
是任意实数,则A不可能是竞争的.因此,任何一个
竞争算法必须利用中断功能.
令T={t0,t1,…,tm}表示占线算法A在ti(i=

1,…,m)时刻中断当前服务并开始广播新数据的一
个时间序列,其中在t0时刻启动第1次广播服务,
在tm 时刻完成第1次广播.由于前m次广播均被中
断,因此0<ti-ti-1<1.
令Ri、|Ri|分别表示A从ti时刻开始广播数据

的请求及其数量,如果P从ti+ωi(0<ωi<ti+1-ti)
时刻开始广播一条数据,那么可用Roi、|Roi|分别表
示该数据所对应的请求及其数量.
令|RAΔi|表示截止ti+1时刻算法A所满足的

请求数量,|RoΔi|表示在ti+1之前(不包括ti+1时
刻)P启动服务后累计的请求数量.由于P是最优
算法,因此它将完成它启动的所有服务,即P不会
中断任何广播.
令ri=|Ri+1|/|Ri|表示A在ti+1时刻的中断

比,若|Ri|是中断广播所包含的请求数量,|Ri+1|是
新广播所包含的请求数量,则rmaxi 表示在保证A 的

某一竞争比的前提下,ri可以达到的最大值.
对于上述问题的最坏情形是,Ri+1总是在Roi-1

已经完成,在Roi已经开始,而在Ri尚未完成之前到
来,这样使得P启动的广播得以完成,而A启动的
广播除了最后一次以外均被中断,同时|Roi|<
|Ri+1|必须成立,因此当Ropti 在ti+ωi时刻到来时,
A不会中断Ri.基于此,对所有的i,假设等式

|Roi|=ri|Ri|-1=|Ri+1|-1 (1)
成立.为方便讨论,假定ri|Ri|为整数,并且除rmaxi
≤1的情形之外式(1)始终成立.如果|RAΔm|=
|Rm|,结合0<ti-ti-1<1,在[t0,tm+1)区间P只

能启动m+1次广播,即|RoΔm|=Σ
m

j=0
|Roj|.

2 竞争比下界分析
下面将证明确定性算法的竞争比下界.为了便

于表述,首先定义以下2个函数,即

F(m)=Σ
1

j=m
1∏

j

f=m
rf

Fmax(m)=Σ
1

j=m
1∏

j

f=m
rmaxf

定理 不存在一个确定性算法的竞争比小于4.
引理1 对于任意一个竞争比不大于4的确定性算
法A,给定它的前p次中断的中断比序列{r0,r1,
…,rp-1}(1<p),则第p+1次中断的最大中断比满
足rmaxp =4-(1+F(p-1)).
令|RAΔp|=|Rp|,结合式(1),有|RoΔp|=

Σ
p

j=0
|Roj|=(rp+1+F(p-1))|Rp|-(p+1),

则rp+1+F(p-1)≤4必须成立;否则,令rp+1+
F(p-1)=4+ε(ε>0),则|RoΔp|=[4+ε-(p+1)/

|Rp|]|Rp|.只要(p+1)/ε<|Rp|,A的竞争比将大
于4,因此rmaxp =4-(1+F(p-1)).
推论1 对于一个竞争比不大于4的确定性算法

A,给定2个可选中断比序列{r0,r1,…,rp-1,rp}和
{r0,r1,…,r'p-1,r'p},若r'p-1<rp-1,则有r'maxp <
rmaxp .
引理2 给定任意一个竞争比不大于4的确定性算
法A,对于所有i≥0,有rmaxi =(2i+4)/(i+1),rmaxi+1
<rmaxi ,lim

i→∞+
ri=2.

首先证明rmax0 =4.设|RAΔ0|=|R0|,即A在t0～
t0+1时段满足服务请求R0,根据式(1),|RoΔ0|=
|Ro0|=r0|R0|-1,则r0≤4必须成立;否则,令r0=
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4+ε(ε>0),则|RoΔ0|=r0|R0|-1=(4+ε-1/

|R0|)|R0|.只要|R0|>1/ε,则|RoΔ0|/|RAΔ0|>4,这
与A的竞争比不大于4的结论相矛盾.
类似地证明,rmax1 =3.设|RAΔ1|=|R1|,则|RoΔ1|

=|Ro1|+|Ro0|=(r1+1)|R1|-2,r1+1≤4必须成
立;否则,令r1=3+ε,则|RoΔ1|=(4+ε-2/|R1|)·

|R1|.只要R1>2/ε,就有|RoΔ1|/|RAΔ1|>4,即A的
竞争比大于4.
对于rmax2 ,由引理1知,rmax2 =4-(1+1/r1)≤

3-1/rmax1 =8/3.假设

rmaxi =4-(1+Fmax(i-1))=2i+4i+1
成立,由引理1可得

rmaxi+1 =4-(1+Fmax(i))=3- 1rmaxi
(1+

Fmax(i-1))=3- i+1
2i+( )4 2i

i+( )1 =2i+6i+2
所以,rmaxi =(2i+4)/(i+1)成立.引理的后半部分
可由前半部分的结论直接推出.
推论2 对任意一个竞争比不大于4的确定性算法
A,给定一个中断比序列{r0,r1,…,ri-1,ri,ri+1},只
要ri≠2(i=0,1,2,…),则有rmaxi+1<rmaxi .
引理3 给定一个确定性算法A,如果存在某个k(k
≥0),使得对所有i≥k均有ri=rmaxi ≥2成立,则A
的竞争比不小于4.
首先证明,如果ri=rmaxi =2(i≥k),则A的竞争

比不小于4.
设A的竞争比为4-ζ(ζ>0),令|R

A
Δm|=|Rm|

=2m-k|Rk|(m>k),则有

|RoΔm|=Σ
m

j=0
|Roj|=Σ

k-1

j=0
|Roj|+

Σ
m

j=k
(2|Rj|-1)=Σ

k-1

j=0
|Roj|+ (41-

1
2m-k+ )1 |Rm|-(m-k+1) (= 4-ζ+ζ+

Σ
k-1

j=0
|Roj|-2|Rk|-(m-k+1)

|Rm )| |Rm|

而

ζ+
Σ
k-1

j=0
|Roj|-2|Rk|-(m-k+1)

2m-k|Rk| >0

成立的条件是m应足够大,从而得到|RoΔm|/|RAΔm|
>4-ζ,即A的竞争比大于4-ζ.
其次证明,如果ri=rmaxi >2(i≥k),则A的竞争

比不小于4.
设A的竞争比为4-ζ(ζ>0),根据引理2有

lim
i→∞+
ri=2,则必存在一个p(p>k)使得rp=rmaxp =2

+ε1(ε1→0+),rp+m=rmaxp+m=2+ε2(ε2→0+,ε2<ε1),

且 δ = ζ -
2(ε1-ε2)-ε1ε2

1+ε1 > 0 成 立.令

|RAΔp+m|=|Rp+m|,则

|RoΔp+m|=Σ
p+m

j=0
|Roj|=Σ

p-1

j=0
|Roj|+Σ

p+m

j=p
|Roj|≥

2+ε2
1-(1/(2+ε1 ())1- 1

(2+ε1)m+ )1 |Rp+m|-
(m+1) (= 4-ζ+δ-

2+ε2
(1+ε1)(2+ε1)m

-

m+1
|Rp+m )| |Rp+m|

其中,第1个不等式成立是由于Σ
p-1

j=0
|Rotj|≥0且

rp+m<ri<rp(p+1≤i≤p+m-1).只要m 和

|Rp+m|足够大,δ-
2+ε2

(1+ε1)(2+ε1)m
- m+1|Rp+m|>0

必定成立.所以,|RoΔp+m|/|RAΔp+m|>4-ζ,即A的
竞争比大于4-ζ.
引理4 给定一个确定性算法A,如果存在某个k(k
>0)使得rmaxk <2成立,则A不可能是竞争性算法.
根据推论2,如果rmaxk <2,则rmaxi+1<rmaxi <2对所

有的i≥k均成立.
第1种情况是,rmaxp ≤1对于某一个p(p>0)成

立.令|RAΔp+2m|=|Rp+2m|,结合推论2有|RoΔp+2m|

=Σ
m

j=0
|Rp+2j|≥(m+1)|Rp+2m|.由于m可任意

大,因此在这种情况下A不是竞争性的.
第2种情况是,rmaxk <2对某一个k成立.只需

证明存在一个p(k<p)使得rmaxp ≤1成立.设rmaxk =
2-θ(0<θ<1),根据引理1,rmaxk =4-(1+F(k-
1))=2-θ,解之得F(k-1)=1+θ,则rmaxk+1=4-

(1+F(k))=4- 1+ 1rmaxk
(1+F(k-1[ ]))=2-

θ
1-θ/2

,且F(k)=1+ θ
1-θ/2.
在rmaxk 的表达式中,

若将rmaxk 换成rk(rk<rmaxk ),结合推论1必定有rmaxk+1

<2- θ
1-θ/2.
因此,为使得rmaxi+1最大,对所有i≥k

令ri=rmaxi .

假设rmaxp-1=2- θ
1-(p-k-1)θ/2

且F(p-
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2)=1+ θ
1-(p-k-1)θ/2

,则rmaxp =4-(1+F(p-

1)) = 4- 1+ 1rmaxp-1
(1+F(p-2[ ])) = 2 -

θ
1-(p-k)θ/2

,且F(p-1)= 1rmaxp-1
(1+F(p-2))=

1+ θ
1-(p-k)θ/2.

只要p≥2θ+k-2
,则1≤

θ
1-(p-k)θ/2

以及rmaxp ≤1,故A不是竞争性的.

结合引理3和引理4,可证得定理成立.

3 结论与展望

对于占线广播调度问题,竞争比上界是指当前
所设计的最优调度算法所达到的竞争比,该值越小
越好.竞争比下界是指所有可能的算法能实现的最
小竞争比,该值越大越好.当上下界相同时,表明已
经找到了最优的占线调度算法,也就是问题可以完
全解决了.因此,改进占线广播调度问题的竞争比上
下界,对于指导设计有效的调度算法以及衡量设计
算法的竞争性能都是十分有意义的.
文献[5]中的贪婪算法被证得竞争比为5,即竞

争比上界为5,文献[6]证明该问题确定性算法的竞
争比下界为2.59,而本文在分析了一个广播中断序
列的每一个中断比ri所满足的一些基本性质的同
时,还分2种情况分析了ri<2是否存在,并证明了
相应引理的合理性,进而得出确定性广播调度算法
的下界为4的结论.本文的研究结果大大缩小了上

下界之间的距离,并表明不可能存在确定性算法具
有竞争比小于4的情况.上下界之间会有一定的距
离,如何改进算法使其竞争比小于5或者提高竞争
比下界,还需要进一步研究.
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我校国家自然科学基金工作取得新进展

2005年9月22日,国家自然科学基金委员会公布了2005年度国家自然科学基金项目评审结果.我校
国家自然科学基金项目在四年连续增长的良好态势下,今年又取得新的较大进展,国家自然科学基金面上项
目在保持稳步增长的同时,国家自然科学基金重点项目实现较大突破.2005年我校申报国家自然科学基金
各类项目共计795项,获准各类资助项目合计151项,基中面上项目140项、重点项目6项,创新研究群体项
目1项(已通过专家评审),国家杰出青年基金2项、海外青年学者合作研究基金2项.重点项目主持人分别
是蒋庄德教授、郭烈锦教授、徐可为教授、荣命哲教授、徐宗本教授和张淳民教授.荣命哲教授和徐寅峰教授
荣获国家杰出青年科学基金项目资助.徐卓教授和冯宗宪教授作为合作者获得海外青年学者合作研究基金
资助.在团队建设方面,继人工智能与机器人研究所、管理学院获国家自然科学基金创新研究群体基金资助
之后,由郭烈锦教授带领的研究团队获得了我校第三个创新研究群体基金(已通过专家评审).另外,今年我
校在交叉学科的项目申报也取得了良好成绩.徐宗本教授在管理科学部获得一项管理与信息交叉领域的重
点项目,张淳民教授在地球科学部获得一项地球物理与光信息交叉领域的重点项目,实现了我校在地球科学
部重点项目零突破.

(撰稿人:董康宁)
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