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高阶变性椭圆齿轮的研究与设计

张!瑞,吴序堂,聂!钢,李建刚
(西安交通大学机械工程学院,710049,西安)

摘要:在综合研究高阶椭圆和变性椭圆生成机理的基础上,提出了一种新型非圆齿轮形式---高阶变性椭
圆齿轮.采用数学推导与数值计算相结合的方法,建立了以高阶变性椭圆为基础的椭圆族数学模型,提出了
最小传动比位置偏移率的概念,以表征周期内传动比曲线的不对称性.研究了在以高阶变性椭圆为节曲线的
齿轮传动副中,主动轮与从动轮的转角关系、传动比关系、曲率半径及弧长计算等问题,得到了设计高阶变性
椭圆齿轮所需各种参数的求解方法,采用这些方法并结合实际情况,即可设计出满足要求的高阶变性椭圆齿
轮副.该设计方法对于普通椭圆齿轮的设计计算也同样适用,因此统一了各种椭圆齿轮的设计过程.
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StudyandDesignonHigh-OrderDeformedEllipticGears
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Abstract:Synthesizedthecreatingmechanismofhigh-orderellipseanddeformedellipse,anewnon-circu-
largearformnamedhigh-orderdeformedellipticgearisputforward,whereanalyticaldeducingandnu-
mericalcalculationarecombinedtoestablishthemathematicalmodelofellipsefamilyonthebasisofhigh-
orderdeformedellipse.Toexpresstheasymmetryoftransmissionratioinoneperiod,theconceptofex-
cursionratioofminimumtransmissionratiopositionisintroduced.Somefeatures,suchasrotationangle
relation,transmissionratio,curvatureradius,arclengthcalculationetc.,areinvestigatedinhigh-order
deformedellipticgearpairs.Thecalculatingmethodsofeachparameterareadoptedcomprehensivelytode-
signhigh-orderellipticgearstomeettheindividualengineeringrequirements.Thisdesignmethodisnatu-
rallysuitableforcommonellipticgears.
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!!在普通椭圆的基础上保持向径不变,而将椭圆
极角缩小整数倍,就可演变出高阶椭圆.另一方面,
若将2个阶数不同(且可以不是整数)的椭圆组成连
续封闭的曲线就可以形成变性椭圆[1,2].高阶椭圆
齿轮在旋转一周的过程中,传动比将发生多个对称
的变化周期,而变性椭圆齿轮副传动比则具有不对
称性.
受高阶椭圆演变过程的启发,希望能设计出一

种新型的齿轮,这种齿轮在旋转一周的过程中,传动

比曲线也产生多个变化周期,同时在每个周期内传
动比曲线都具有不对称的特征,但关于这方面的情
况还未见有文献报道.对这种新型齿轮进行深入研
究,将会扩展非圆齿轮的应用范围,同时也将改变在
生产实际中遇到这类问题时的设计思路.为此,本文
针对这一问题,对高阶变性椭圆齿轮的生成与性质
进行了研究,得到了其设计所需的关键参数和设计
方法,并且这种设计方法对各种椭圆齿轮的设计均
是适用的.
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1!高阶变性椭圆齿轮的生成机理

若把普通一阶椭圆称为基椭圆,在保持对应点
向径不变的前提下,将基椭圆的极角φ(0"2))调整
为新椭圆的极角φ1(0"2)/n1),即可得到n1 阶高阶
椭圆.变性椭圆是将基椭圆在φ=)处分段,将φ(0
"))按变性系数m11调整为变性椭圆的φ1(0")/

m11);将φ()～2))调整为变性椭圆的φ1()/m11～
2)),令该段的极角变化值为)/m12,则相应的变性
系数 m12与m11的关系为(m12与m11的值不限于整
数)

m12 =m11/(2m11-1) (1)

!!结合高阶椭圆和变性椭圆的生成原理,将高阶
椭圆一个周期内的极角变化(0"2)/n1)分成两段,
每段均按变性系数进行角度调整,令两段的变性系
数为m11和m12,并使其极角遵循如下关系,就形成
了高阶变性椭圆

)/(n1m11)+)/(n1m12)=2)/n1 (2)
由式(2)可以看出,m11和m12仍满足式(1).

2!高阶变性椭圆的方程表示

由椭圆的生成机理,在基椭圆极坐标方程表达
式的基础上,可分别得到高阶椭圆和变性椭圆的极
坐标方程式[1]

r1 =p1/(1-k1cosn1φ1),!p1 =A(1-k
2
1)
(3)

r11 =p1/(1-k1cosm11φ1)

!!!!!!(0*φ1 *)/m11)

r12 =p1/(1-k1cos(m12(2)-φ1)))

!!!!!!()/m11 *φ1 *2)

-

.

/)

(4)

式中:k1 是椭圆的偏心率;A是椭圆的长轴半径.
当n1=1时,高阶椭圆就成为基椭圆.当m11=

1时,m12=1,变性椭圆两段曲线形状相同,也还原
为基椭圆.根据式(3)、式(4)可得高阶变性椭圆在一
个周期内两段曲线的极坐标方程表达式为

r11 =p1/(1-k1cosn1m11φ1)

!!!!!!(0*φ1 *)/(n1m11))

r12 =p1/(1-k1cos(n1m12(2)/n1-φ1)))

!!!!!!()/(n1m1)*φ1 *2)/n1)

-

.

/!
(5)

从式(5)中可以得出:当φ1=0和2)/n1 时,r11=
r12=p1/(1-k1);当φ1=)/(n1m11)时,r11=r12=

p1/(1+k1).因此,两段曲线在φ1 为0和2)/n1 及

)/(n1m11)处是相切的,所以以2)/n1 为周期将式
(5)所表示的曲线头尾相接形成封闭的曲线是完全
可行的.若将一个高阶变性椭圆一个周期的节曲线
称为一瓣,则n1 阶变性椭圆的节曲线由n1 瓣组成.
图1所示为n1=2,m11=0.625时的高阶变性椭圆.

φ:基椭圆极角;ψ:基椭圆极径与短轴的夹角;

M:高阶变性椭圆上的点

图1!高阶变性椭圆

!!由式(5)可以看出,高阶椭圆和变性椭圆均为高
阶变性椭圆的特例:当n1=1时,即为变性椭圆;当

m11=1时,即为高阶椭圆.因此,式(5)可作为椭圆
族统一的数学表达式.

3!高阶变性椭圆齿轮副的设计

3.1!高阶变性椭圆基本关系的确定
根据齿轮啮合的基本要求,从动轮节曲线向径

为[3]

r2 =a-r1

φ2 =2
φ1

0

1
i12
dφ1 =2

φ1

0

r1(φ1)
a-r1(φ1)

dφ
-
.

/1
(6)

式中:a是中心距;i12是主动轮相对于从动轮的传动
比.以高阶变性椭圆为节曲线的齿轮副必须满足以
下基本啮合条件.

(1)节曲线封闭条件.对主动轮1,i12是φ1 的周
期函数,且在φ1=0"2)范围内,i12变化的周期数为
整数(以n1 表示),则r1 也变化n1 个周期.对从动轮

2,传动比i21是转角φ2 的周期函数,且在φ2=0"2)
范围内,i21变化的周期数为整数(以n2 表示),则向
径r2 也变化n2 个周期.n1、n2 也对应于主动轮1和
从动轮2的阶数.

(2)周长限制条件.L=)mz,其中L为节曲线
周长,m 为模数,z为齿数.据此得到高阶变性椭圆
齿轮副从动轮转角应满足的关系为
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)/(n2m21)=p1)/(n1m11((a-p1)2-a2k21)1/2)

)/(n2m22)=p1)/(n1m12((a-p1)2-a2k21)1/2)

m12 =m11/(2m11-1)

m22 =m21/(2m21-1

-

.

/)
(7)

根据啮合条件,同时a应保持不变,可得

m11 =m21;!m12 =m22
a=A((n2-k21(n2-1)1/2+1);!n=n2/n1
主动轮与从动轮的转数与它们的阶数成反比,且阶
数应为整数.若转数比为c1/c2,则阶数之比为n2/n1
=c1/c2.
3.2!从动轮节曲线方程的表示
由r2=a-r1 及式(6)和式(7)可得单瓣节曲线

内两段转角的关系为

tgβ1( )2 = a-p1+ak1
a-p1-ak( )1

1/2

tg:1( )2
:1 =n1m11φ1;!β1 =n2m21φ2

tgβ2( )2 = a-p1+ak1
a-p1-ak( )1

1/2

tg:2( )2
:2 =n1m12 2)n1-φ( )1
β2 =n2m22

2)
n2-φ( )

-

.

/2

(8)

φ1 的取值范围分别是[0,)/n1m11]和[)/n1m11,

2)/n1],即:1 和:2 的取值范围均为[0,)].从式(8)
中,可得到φ2 的取值范围分别是[0,)/n2m21]和
[)/n2m21,2)/n2],即β1 和β2 的取值范围也均为
[0,)].由此可进一步推导出从动轮的节曲线方程
表达式为

r21 =
p2

(1+k2cosβ1)
;!p2 =

(n2p1)
(n2-k21(n2-1))1/2

r22 = p2
(1+k2cosβ2)

;!k2 = k1
(n2-k21(n2-1))1/

-

.

/2

(9)
当主动轮与从动轮阶数相同时(即n=1),主动轮与
从动轮的节曲线形状是完全一样的,只是由于φ2 的

起始位置与φ1 不同,在节曲线方程表达式的分母中
会相差一个正/负符号.
3.3!高阶变性椭圆的传动比
令,2 和,1 分别表示从动轮和主动轮的角速

度,则由i21和式(9)得到的两段传动比曲线分别为

i(1)21 = (k1(k1+cosβ1)+(1+k1cosβ1)·

!!!(n2-k21(n2-1))1/2)/(n2(1-k21))

i(2)21 = (k1(k1+cosβ2)+(1+k1cosβ2)·

!!!(n2-k21(n2-1))1/2)/(n2(1-k21

-

.

/))
(10)

当β1,β2=0时,i21为最大值,即

i21max= (k1+(n2-k21(n2-1))1/2)/(n2(1-k1))
(11)

当β1,β2=)时,i21为最小值,即

i21min= ((n2-k21(n2-1))1/2-k1)/(n2(1+k1))
(12)

设计时可根据式(11)、式(12)中的最大、最小传动比
来确定椭圆齿轮的偏心率.
为了表示传动过程中每个周期内传动比曲线所

具有的不对称性,引入一个新的术语---最小传动
比位置偏移率s.该术语的定义是以最大传动比位
置为周期起点,在i21变化一个周期范围内,最小传
动比所在位置与该周期中心位置的角度之差与传动

比变化周期的角度之比(参见图2).由式(10)可知,
当β1,β2=),即φ2=)/n2m21时,i21取最小值.i21的变
化周期为2)/n2,其中心位置的对应角度为)/n2.因
此

s=)
/n2m21-)/n2
2)/n2 ×100% =1-m212m21 ×100%

(13)
在设计时,可根据传动所要求的s值来确定椭圆的
变性系数.
3.4!角速度的计算
在一些应用场合,需要对齿轮传动的动态性能

进行分析,就需要知道齿轮副传动角加速度的变化

图2!最小传动比位置偏移率示意图
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情况.由传动比可推出角加速度

-a= (,12i21)/dφ1 (14)
根据式(10),可得出单瓣高阶变性椭圆两段角加速
度的计算方法为(在传动时,主动轮一般以匀角速度

转动,可取,1=1rad/s)

-(1)a =-n2m21k1(1+(n2-k12(n2-1))1/2)·

i(1)21sinβ1/(n
2(1-k12))

-(2)a =n2m22k1(1+(n2-k12(n2-1))1/2)·

i(2)21sinβ2/(n
2(1-k12

-

.

/))
(15)

3.U!高阶变性椭圆的曲率半径
根据微分几何中曲线上各点曲率半径的计算公

式[1,3],对式(5)求一阶、二阶导数,可得主动轮的曲

率半径表达式为

+11 =
p1((1-k1cos:1)2+n21m211k21sin2:1)3/2
(1-k1cos:1)3(1+(n21m211-1)k1cos:1)

+12 =
p1((1-k1cos:2)2+n21m212k21sin2:2)3/2
(1-k1cos:2)3(1+(n21m212-1)k1cos:2

-

.

/)
(16)

在:1=0和:1=)处,+11取得极值p1/(1+(n
2
1m211

-1)k1)和p1/(1-(n21m211-1)k1).因此,当(n21m211
-1)k1*1时,第1段的曲率R11=1/+1110,该段无
内凹,由此得出主动轮第1段节曲线的凸凹性判断
条件为

k1 *1/(n21m211-1) (17)

!!同理,可得出主动轮第2段节曲线的凸凹性判
断条件为

k1 *1/(n21m212-1) (18)
与主动轮凸凹性判断条件的推导过程类似,对式(9)
求一阶、二阶导数,可得到主动轮的曲率半径表达
式.将式(17)和式(18)中的阶数和变性系数换成从
动轮的参数,即可得到k2 应满足的凸凹性判断条

件.对于主动轮或从动轮,当k1 或k2 不满足凸凹性
判断条件时,主动轮或从动轮节曲线将出现内凹现
象.此时,不仅要对两轮节曲线最小凸曲率半径处进
行根切校验,还要对最小凹曲率半径处进行插齿刀
干涉校验,即插齿刀半径要小于最小凹曲率半径.
3.V!节曲线弧长的计算
节曲线封闭的非圆齿轮的基本设计任务之一是

要保证轮齿在节曲线上的均匀分布,也就是要满足
第3.1节中的啮合条件(2).
由于φ1 与φ有倍数对应关系,根据图1,φ1 与

ψ 的关系为

cos(n1m11φ1)= (sinψ+k1)/(1+k1sinψ)

sin(n1m11φ1)= (1-k
2
1)1/2cosψ/(1+k1sinψ)

!!根据第2类椭圆积分公式[4],可推出高阶变性

椭圆主动轮单瓣两段节曲线的弧长l11、l12和节曲线
周长,即

l11 =2A
(1+k1(n21m211-1))1/2

n1m11
·

!!2
)
2

0
1- n21m211k21
1+k21(n21m211-1)

sin2( )ψ 1/2

dψ

l12 =2A
(1+k1(n21m212-1))1/2

n1m12
·

!!2
)
2

0
1- n21m212k21
1+k21(n21m212-1)

sin2( )ψ 1/2

dψ

L=n1(l11+l12

-

.

/)
(19)

在确定了模数、齿数、中心距、阶数、偏心率、变性系
数和插齿刀参数之后,即可设计出所要求的齿轮副.
相应的椭圆类齿轮CAD设计软件已编制完成,该

软件所生成的数据文件在CAM 系统[5]中进行了模

拟加工与仿真.

4!设计实例

在某应用场合,齿轮传动应满足的条件为

m=2.5,c1/c2=3/4,a=180mm^5mm,最大传
动比与最小传动比的比值为1.3,s=(20±1)%.根
据本文第3节中的分析,并应用椭圆类齿轮CAD设
计软件,得到了该齿轮副所需的设计参数,如表1所
示.图3为所生成的齿轮,其传动比和角加速度变化
曲线如图4所示.

表1!齿轮副的设计参数

模数m/mm 2.5

中心距a/mm 181.4723

主动轮阶数n1 3

从动轮阶数n2 4

主动轮齿数z1 42

从动轮齿数z2 56

偏心率k1 0.0748

变性系数m21 0.7182

齿顶高系数ha 1.0

插齿刀齿形角a0/(º) 20

插齿刀齿顶高系数ha0 1.25
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图3!齿轮副外形图

(a)传动比曲线

(b)角加速度的变化曲线

图4!高阶变性椭圆设计实例图

5!结!论

本文提出的高阶变性椭圆齿轮从理论上将各种

椭圆齿轮的数学模型统一了起来,在该数学模型的
基础上,通过推导并研究高阶变性椭圆齿轮副主动
轮和从动轮的节曲线表达、中心距、变性系数关系、
转角关系、传动比、曲率半径和节曲线弧长等问题,
给出了高阶变性椭圆设计参数的求解方法和设计过

程,并使各种椭圆齿轮可用统一的设计方法进行设
计.同时,本文还通过实例说明了将高阶变性椭圆齿
轮应用于实际是完全可行的.
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研究!吕友军/农业生物质在超临界水中气化制氢的实验研究!祁明旭/透平动叶顶部间隙流的表现形式及
其对透平性能的影响!张艳/用Langevin理论研究回热式室温磁制冷循环性能!李建华/基于综合导向的
轮式移动机器人自适应轨迹跟踪控制!白志峰/电动汽车驱动与再生制动的H∞鲁棒控制!李崇晟/基于混
沌和符号序列统计的滚动轴承故障诊断!徐秀芬/气液联控伺服系统的工作性能分析及试验研究!马骊溟/
模式识别在多视角下数据拼接中的应用!张早校/二氧化碳输送过程的优化!赵敬忠/SiO2 对Al-Zn-Si合
金直接熔融氧化的影响!皇志富/重熔时间对半固态过共晶高铬铸铁初生相的影响!郭玉琴/用模糊推理及
分级优化确定板料冲压的工艺条件!胡桥/经验模式分解模糊特征提取的支持向量机混合诊断模型!范虹/
用混合编码遗传算法实现匹配追踪算法!余志壮/内燃机增压与扩缸对活塞横向运动影响的数值分析!周
涛/低温供热堆换热器的实时仿真研究!田文喜/中国先进研究堆自然循环程序的开发及应用!谢应明/四
氢呋喃水合物换热管外结晶分解动力学研究!李跟宝/二甲醚发动机中燃料与橡胶密封件的相容性研究!
刘宇杰/描述T225NG钛合金高温单轴棘轮行为的黏塑性本构模型!陈丽/Ag和Au弹性常数对纳米器件
的适用性研究

037 西!安!交!通!大!学!学!报!!!!!!!!!!!!!!!!!!第39卷!


