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摘要 : 通过三维有限元计算来研究含圆孔有限厚度板的圆孔边缘应力场 ,找出了应力集中系数与板的厚度、

圆孔半径之间的关系 ,同时还分析了圆孔边缘的三维应力约束程度和三维应力约束区域的大小.研究结果表

明 :离面应力约束系数在板的中面最大 ,而在表面为 0 ,三维应力约束影响区域的长度约为板厚的一半 ;应力

集中系数沿厚度的分布是不均匀的 ,其最大值及位置与厚度有关 ;有限厚度板中面的应力集中系数及其最大

值均大于平面应力或平面应变的应力集中系数 ;对含圆孔任意厚度板的应力集中问题 ,按平面应力或平面应

变来考虑是不安全的 ;Sternberg等人对含圆孔任意厚度板的应力分布及应力集中系数的近似三维求解 ,仅适

用于厚度较小的板 ,当板超过一定厚度时同样也是不安全的.
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Three2Dimensional Elastic Stress Fields in Finite Thickness Plate with a Hole
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Abstract : The problems considered here are the finite width plates in different thickness with through2thickness hole sub2

jected to a uniaxial tension. Detailed three2dimensional finite element computations were performed to investigate the

stress fields in finite thickness plate with a hole , and the relations of the stress concentration factors with the plate thick2

ness and the diameter of hole were revealed. The size of the constraint area and the constraint degree were also analyzed.

The out2of2plane stress constraint factor tends to the maximum on the mid2plane and approaches to zero on the free plane ,

and the size of the three2dimensional effect region is about the half of the plate thickness. Stress concentration factors

(SCF) distribute ununiformly through the plate thickness , the value and location of maximum SCF depend on the plate

thickness. Both the SCF in the middle plane and the maximum SCF are greater than the one under plane stress or plane

strain states , so it is unsafe to suppose a tensioned plate with finite thickness as one under2gone plane stress or plane

strain. The Sternberg’s approximate solution for 3D stress distributions and SCF in an infinite plate of arbitrary thickness

with a circular hole is only suitable for thinner plate.

Keywords : stress concentration factor; finite element analysis ; finite thickness plate

　　含圆孔平板的应力集中是实际工程领域中很普

遍的问题 ,也是弹性力学的一个经典问题 ,其平面问
题已有精确的理论解[1 ] .目前对含几何不连续区平

板中的应力集中点的应力状态 ,一般均假定面内应
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力在不同板厚处没有变化 ,并对厚度不加严格限

制[2 ] .然而 ,实际工程中所遇到的均为有限厚度板 ,

不仅在圆孔周围存在应力集中 ,同时还存在显著的

三维效应区 ,应力场结构非常复杂 ,应力集中系数分

布显然与平面应力或平面应变状态下的不同. Stern2

berg等人[3 - 5 ]对含圆孔有限厚度板进行了理论分析

和研究 ,但所得结果并不完善.试验和有限元分析表

明 :应力集中系数沿厚度的分布不是均匀的[6 ] ,其值

大于平面应力或平面应变状态下的值.因此 ,含圆孔

有限厚度板按平面状态来处理是危险的.

本文通过三维有限元计算研究含穿透圆孔有限

厚度板的面内拉伸问题 ,分析应力集中系数沿板厚

的分布 ,找出了应力集中系数与板厚度、圆孔大小之

间的关系 ,同时还分析了圆孔边缘附近的三维应力

约束程度和三维效应区域的大小 ,以期为工程结构

设计和安全评价提供依据.

1　参数定义和有限元分析模型

111 分析参数的定义

在物体几何形状或载荷发生突变的地方 ,会出

现随着远离突变点而迅速衰减的局部高应力 ,这种

现象称为应力集中.通常用应力集中系数

Kt =σmax/σ0

来表示其严重程度 ,式中σmax为最大局部应力 ,σ0

为不考虑局部效应时的计算应力 ,称为名义应力.由

于局部高应力是引起疲劳裂纹或脆性断裂的根源 ,

所以确切的应力集中数据对构件和机械设计至关重

要.

面内应力约束 Tx定义为

Tx =σxx/σyy

为了更清楚地描述有限厚度板圆孔边缘附近应力场

的三维特性以及离面应力的影响 ,引入一个约束参

数来描述沿厚度的应力分布情况 ,即离面约束系数

Tz =σzz/ (σxx +σyy)

式中 :σxx、σyy、σzz分别为 x、y、z 方向的正应力.在弹

性阶段 Tz介于 0和ν之间 , Tz = 0和 Tz =ν分别对

应于平面应力和平面应变状态 ,ν为材料的泊松比.

112 有限元分析模型

有限元计算采用 ANSYS - 515 完成 ,根据对称

条件选取 1/ 8试样进行有限元分析 ,坐标原点位于

板厚中面圆心 ,圆孔的直径为 2 r ,板的宽度为 2 W ,

厚度为 2 B ,如图 1所示.在分析中采用 8节点三维

实体单元 ,根据不同板厚 ,沿试样的 1/ 2厚度处分别

取 10～20层单元 ,每层单元的厚度从板的厚度中面

图 1　中心有穿透

圆孔的有限

厚度板

到表面逐渐减小 ,间距比率取

011.在每一单元层 ,单元尺寸在

圆孔边缘最小 ,远离圆孔边缘逐

渐增大. 在板远端作用有 100

MPa的均匀分布拉应力 ,作用面

到圆孔中心的距离为圆孔半径的

100倍且大于板的宽度 ,弹性模

量和泊松比分别为 200 GPa 和

013.

2　计算结果分析

分别变换圆孔的直径和板的

厚度 ,由三维有限元计算得到了

不同尺寸圆孔 (用 r/ W 表示)对应从 B/ r = 0 (平面

应力)到 B/ r = 20 的不同厚度时 ,中心穿透圆孔边

缘附近的弹性应力分布 .本节主要分析厚度对应力

集中系数、面内应力分布和离面应力约束系数的影

响.

211 应力集中系数沿厚度的变化

同裂纹体中的应力强度因子 K一样 ,应力集中

系数 Kt是衡量圆孔边缘应力集中程度的重要参数.

图 2为 r/ W = 0101时不同厚度含有中心穿透圆孔

板的应力集中系数沿厚度的变化规律 ,图中 ( Kt) p ,σ

为相应几何尺寸平面应力状态的应力集中系数.从

图中可以看出 ,当圆孔半径和厚度一定时 ,应力集中

系数沿厚度是变化的 ,其值均大于相应圆孔半径平

面状态的应力集中系数 ,最大值的位置与厚度有关.

板厚度较小时 ,应力集中系数沿厚度的分布随距板

厚中面距离的增加而减小 ,在板厚中面最大而表面

最小.随着厚度的增加其最大值的位置逐渐向板表

面移动 ,板越厚最大值的位置距板厚中面越远.因

此 ,当板厚度较大时 ,最大值的位置并不在板的中

面 ,也不在表面 ,而是在距板厚中面一定距离的圆孔

边缘 ,该距离随板厚的增加而增加.应力集中系数沿

厚度的分布首先是随着距中面距离的增加而逐渐增

加 ,超过最大值后 ,随该距离的增加而迅速减小.板

厚中面与边缘的应力集中系数之差随着厚度的增加

而增大.

Sternberg等[3 ]对含圆孔无限板的应力集中问题

所作的近似解指出 :σz 在孔两端为 0 ,在板厚中面具

有最大值 ;在应力集中点 ,板表面的面内应力σmax比

平面状态理论值 (310σ)减小不超过 10 % ,而在板厚

中心增加不超过 3 %.从有限元分析的结果看 ,Stern2

berg等的结论只适用于较薄的板 ,即 B/ r小于 015
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　　　　图 2　不同厚度板圆孔边缘应力集中系数

沿厚度的分布规律

的板. 当 B/ r 大于 015 后 ,随着 B/ r 的增加 , Kt/

( Kt) p ,σ还将进一步增加 ,直到 B/ r大约等于 110时

达到 Kt/ ( Kt) p ,σ的极大值.随着 B/ r继续增加 , Kt/

( Kt) p ,σ降低 , Kt/ ( Kt) p ,σ随厚度变化的极大值超过

11045 ,即板厚中面应力的最大值σmax比平面状态理

论值大 ,其增量可达 415 %.同时 ,随着 B/ r的增加 ,

应力集中点的最大应力和应力集中系数沿板厚分布

的不均匀程度明显增大 ,其分布方式也发生变化.最

大应力点的应力和应力集中系数在表面最低 ,其最

大值的位置并不总是在厚度中面上 ,而是与 B/ r有

关.应力集中系数最低和最高值的差值随着 B/ r的

增大而增大 ,例如当 B/ r = 1010 时 ,其差值超过

15 %.

212 应力集中系数与厚度的关系

图 3为不同半径圆孔边缘应力集中系数与厚度

的关系 ,纵坐标中的 Kt 分别代表 ( Kt) mp和 ( Kt) max.

( Kt) mp为板厚度中面 ( z = 0平面)圆孔边缘的应力集

中系数 , ( Kt) max为圆孔边缘的最大应力集中系数.

从图中可以看出 , ( Kt) mp/ ( Kt) p ,σ及 ( Kt) max/ ( Kt) p ,σ

是相对厚度 B/ r的函数. ( Kt) mp/ ( Kt) p ,σ从 B/ r = 0

(平面应力状态)开始随着 B/ r的增大逐渐增大 ,在

某一 B/ r 值 (约为 1) 时达到最大值 ( Kt ) mp ,max/

( Kt) p ,σ,然后随着 B/ r增加而减小 ,逐渐趋近于 1 ,

即 ( Kt) mp趋近于平面应变时的应力集中系数 (与平

面应力时的应力集中系数相同) .从图 2可以看出 ,

当厚度较小时 ,圆孔边缘最大应力集中系数 ( Kt) max

的位置就在板的厚度中面 ,此时在图 3 中 ( Kt ) mp/

( Kt ) p ,σ和 ( Kt ) max/ ( Kt ) p ,σ两条曲线重合. 因此 ,

( Kt) max/ ( Kt) p ,σ从 B/ r = 0开始随着 B/ r的增大逐

渐增大 ,在某一 B/ r值 (约为 1)时达到最大值 ,然后

随着 B/ r的增加而减小.当厚度增加到一定值后 ,

圆孔边缘的最大应力和应力集中系数随着厚度增加

而逐渐远离厚度中面 ,最大应力集中系数 ( Kt) max与

中面应力集中系数 ( Kt ) mp的差值也逐渐增大.

( Kt) max/ ( Kt) p ,σ随着 B/ r的增加而迅速趋近于一个

常数 ,该常数大于 1.

　　　　图 3　不同半径圆孔边缘应力集中系数与

厚度的关系

由以上分析可知 ,含圆孔有限厚度板的应力集

中具有强烈的三维效应 ,其中面应力集中系数

( Kt) mp及最大应力集中系数 ( Kt) max均大于平面应力

或平面应变的应力集中系数.因此 ,在实际工程中对

有限厚度圆孔问题 ,按平面应力或平面应变来考虑

是不安全的.

213 圆孔边缘附近应力集中系数和面内应力约束系

数的分布

图 4 为 r/ W = 0101时不同厚度中面应力集中

系数沿 x方向的分布 ,图中 x表示 y = 0时到圆孔边

缘的距离.应力集中系数在圆孔边缘最高 ,随 x 的

增加而迅速降低.如前所述 , ( Kt) max和 ( Kt) mp与板的

厚度有关.将不同 r/ W和不同 B/ r的板的中面应力

集中系数 Kt 用其中面圆孔边缘的应力集中系数

( Kt) mp归一化后 , Kt/ ( Kt) mp沿 x 方向的分布与 r/ W

和 B/ r无关 ,是 x/ r的单调下降函数.

　　显然 ,在 y = 0的圆孔边缘σxx = 0 ,面内应力约

　　　图 4　中面应力集中系数沿 x方向的分布
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束系数 Tx在该点为 0.图 5为不同板厚时中面面内

应力约束系数 Tx沿 x方向的分布 ,随着离圆孔边缘

距离的增加 , Tx 急剧增加 ,达到极大值后又迅速降

低.对于相同 r/ W的圆孔 ,其 Tx的极大值与板的厚

度有关.同样 ,不同 r/ W时的 Tx 沿 x 方向的分布用

圆孔半径归一化后 , Tx 沿 x 方向的分布与 r/ W 无

关 ,是 x/ r的函数.因此 ,面内应力和面内应力约束

与 x/ r关系密切 ,面内应力剧烈变化区域的长度大

致与圆孔半径相当.

　　图 5　中面面内应力约束系数沿 x方向的分布

2. 4 圆孔边缘离面应力约束系数的分布

图 6为 r/ W = 0101时 ,不同厚度圆孔前缘的离

面约束系数 Tz 沿厚度方向的变化规律.板的中面

Tz最大 ,表面 ( z/ B = 1) Tz = 0.板越厚中面 Tz 越大 ,

高 Tz曲线所包围的面积逐渐增大 ,但增加幅度随厚

度的增加逐渐减小.也就是说 ,随着厚度增加 ,高离

面约束的厚度逐渐增大 ,厚度较大的板圆孔边缘的

离面应力约束较大 ,板厚的大部分处于高离面应力

约束区 ,在接近表面时 , Tz急剧减小为 0.板越厚、离

圆孔边缘越近 ,接近板表面处的 Tz变化越剧烈.

图 7为不同厚度时中面离面应力约束系数 Tz

沿 x 方向的分布 ,可以看出 :板的厚度越小 ,则圆孔

边缘厚度中面的离面应力越小 , Tz也越小 ;离圆孔

　　图 6　圆孔边缘离面应力约束系数沿 z方向的分布

　　图 7　中面离面应力约束系数沿 x方向的分布

边缘越远 ,则厚度中面的 Tz 越小.圆孔边缘附近的

Tz是 z/ B 和 x/ B 的函数 ,随厚度增加 Tz增大 ,离中

面越近 Tz越大 ,当 x/ B = 019 时 ,不同厚度板中面

的 Tz 接近于 0.因此 ,离面应力约束在 x 方向的约

束区长度大约与板厚度的一半相当.

3　结　论

(1)板中面的离面应力约束系数 Tz 最大 ,表面

为 0.板越厚中面 Tz越大 ,随着厚度的增加 , Tz 的增

加率逐渐减小 ,但离面应力约束厚度逐渐增大.在圆

孔边缘附近具有非常强烈的三维约束效应 ,约束区

的长度大约与板厚度的一半相当.

(2)应力集中系数沿厚度的分布不是均匀的 ,最

大值及其位置与板的厚度有关 ,当厚度较小时 ,厚度

中面的应力集中系数最大 ,随着厚度增加应力集中

系数最大值的位置逐渐向板表面移动 ,板越厚最大

值的位置距厚度中面越远.厚度中面与表面的应力

集中系数之差随着板厚的增加而增加.

(3)板厚中面的应力集中系数及最大应力集中

系数与相应的平面应力 (或应变)时圆孔边缘的应力

集中系数之比是 B/ r的函数 ,从 B/ r = 0开始随着

B/ r的增大而增大 ,当达到最大值后随 B/ r的增加

而减小.板厚度中面的应力集中系数趋近于平面应

变时的应力集中系数 ,但最大应力集中系数则趋近

于某个数值 ,该数值大于平面应变时的应力集中系

数.

(4)沿板厚方向的最大应力集中系数大于平面

应力或平面应变的应力集中系数 ,因此对含圆孔有

限厚度板问题 ,按平面应力或平面应变来考虑是不

安全的 ,而 Sternberg等人对含圆孔任意厚度板中圆

孔边缘的应力分布及应力集中系数的近似三维求

解 ,仅适用于厚度较小的板 ,当板超过一定厚度时同

样也是不安全的. (下转第 984页)
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不同矿物质成分对于煤中氮的热迁徙规律有不同的

作用.

图 5　矿物质成分对焦炭氮转化率的影响

3　结　论

本文通过对碳含量为 7714 %～9311 % (干燥无

灰基)的系列煤种在固定床反应器中热解 ,研究了加

热速率为 20 ℃/ min 的缓慢热解条件下 ,煤阶、温

度、脱灰以及煤中不同矿物质成分对焦炭氮转化率

变化规律的影响 ,得到以下结论.

(1) 随着煤阶的增加 ,煤中氮在热解过程中析

出进入挥发分的比例减小 ,残留于煤焦中的氮相应

增加.当热解温度为 1 200 ℃以下时 ,焦炭氮转化率

在碳的质量分数为 90 %(干燥无灰基)时达到极值 ,

然后随煤阶的增加略有下降 ;当热解温度上升到 1

200 ℃时 ,焦炭氮转化率随煤阶的增加几乎线性增

大.脱灰增加氮在煤焦中的残留 ,说明煤中矿物质对

挥发分析出过程中氮的热迁徙有影响.对于低阶煤 ,

脱灰对氮的析出影响程度大于高阶煤.

(2)当温度升高时 ,煤中氮向挥发分中析出的比

例急剧增加 ,导致焦炭氮转化率随温度升高而线性

减小.

(3) 不同矿物质的成分对氮在挥发分析出过程

中热迁徙的影响不同. 对于抚顺煤 ,灰分中的 Ti、

Na、K、Fe和 Ca 等矿物质成分促进氮从煤焦中析出

并进入挥发分进而形成含氮气态产物进入均相发

应 ,Mg的存在抑制氮的析出 ,而 Si和Al对于氮的热

迁徙没有明显作用.
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